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内 容 简 介 


本 书 以 数学 方法 论 为 基础 ,注重 数学 方法 对 解 题 的 理论 指导 ;以 具体 问题 的 解决 为 抓 手 ,突出 数学 方法 
的 引领 作用 ;以 解决 问题 的 策略 取向 为 线索 , 层 层 深入 , 旨 在 打开 一 扇 通 往 成 功 解 题 的 大 门 . 

全 书 共 九 章 , 第 一 、 二 章 提 出 数学 解 题 首 先 要 多 途径 观察 ,然后 考虑 化 归 ; 第 三 章 介 绍 类 比 法 ,以 探寻 熟 
悉 的 解 题 模式 或 方法 ;第 四 章 基 于 解 题 直 觉 探 索 解 题 思路 的 获取 ;第 五 .六 章 阐明 构造 是 实现 数学 问题 解决 
的 一 个 捷径 , 建 模 是 构造 法 解 题 的 升级 ;第 七 章 另 辟 蹊 径 , 研 究 审美 法 对 解 题 的 意义 ;第 八 章 探讨 解决 较 复杂 
问题 需要 运用 的 变通 策略 与 途径 ;第 九 章 指明 反思 是 数学 解 题 不 可 或 缺 的 一 个 环节 , 解 题 任务 完成 后 要 剖析 
错误 .总结 方法 .比较 鉴别 及 拓展 延伸 . 
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等 数学 爱好 者 阅读 . 
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美 籍 匈牙利 数学 教育 家 乔治 ， 波 利 亚 曾经 说 过 :“ 掌 握 数 学 意味 着 善于 解 题 ,” 而 能 够 做 
到 善于 解 题 , 非 一 朝 一 夕 所 能 达到 , 它 需 要 长 期 的 解 题 训练 ,这 一 训练 需要 厚实 的 数学 知识 
作 保证 ,更 需要 融合 科学 的 方法 去 引领 .许多 人 的 解 题 能 力 不 强 , 缺 的 不 是 知识 , 缺 的 是 方法 
与 策略 ,是 能 够 灵活 运用 的 数学 方法 和 驾轻就熟 的 解 题 策略 . 相 比 方法 而 言 ,策略 更 宏观 ,本 
质 上 来 说 ,策略 就 是 若干 方法 集合 在 一 起 的 行动 方案 .因此 ,从 方法 论 的 角度 去 探索 数学 解 
题 的 奥妙 具有 十 分 重要 的 现实 意义 和 指导 价值 . 

所 谓 解 题 ,本 质 上 来 说 就 是 把 数学 的 一 般 原理 运用 于 习题 的 条 件 或 条 件 的 推论 而 进行 
的 一 系列 推理 ,直到 求 出 习题 解答 为 止 的 过 程 .这 一 过 程 蕴 藏 着 比较 复杂 的 思维 活动 ,虽然 
有 时 比较 艰辛 ,甚至 有 时 昔 思 冥想 也 难得 其 法 ,然而 不 可 否认 , 解 题 还 是 有 一 定 规律 可 循 的 . 

多 年 来 ,国内 外 许多 专家 、 学 者 在 解 题 研 究 上 颇 有 建树 .乔治 ， 波 利 亚 的 名 著 《 怎 样 解 
题 兴 数学 与 猜想 兴 数 学 的 发 现 》 以 及 他 的 程序 化 的 解 题 系统 启发 式 的 过 程 分 析 ` 开 放 型 的 
念头 .诱发 探索 性 的 问题 转换 等 观点 ,在 国内 外 数学 教育 界 广 为 传 播 .美国 心理 学 家 奥 苏 伯 
尔 等 人 提出 了 四 阶段 解 题 模式 , 即 呈 现 问 题 情境 .明确 问题 的 目标 和 已 知 条 件 、 填 补 空隙 ( 解 
题 的 核心 )\ 检 验 , 这 一 模式 不 仅 描述 了 解 题 的 一 般 过 程 ,而 且 指 出 了 诛 有 认 知 结构 中 各 种 成 
分 在 问题 解决 过 程 中 的 不 同 作用 ,为 培养 解 题 能 力 指 明了 方向 .苏联 数学 教育 家 A.ML. 弗 里 
德 曼 、A.B. 瓦 西 列 夫 斯 基 , 美 国 数学 教育 家 W.A. 威 克 尔 格 伦 、L.C. 拉 松 等 也 在 解 题 研究 上 发 
表 了 一 系列 论文 ,出 版 了 相关 专著 ,提出 了 他 们 在 解 题 研究 上 的 理论 ,都 很 有 创意 . 

国内 致力 于 解 题 研究 的 学 者 比较 多 ,这 与 我 国 基础 教育 ,特别 是 中 小 学 数学 教育 的 大 环 
境 有 着 密切 的 关联 .多 年 来 ,我 国 基础 教育 阶段 数学 教学 成 就 不 凡 , 为 国际 数学 教育 界 同人 
广泛 关注 .在 解 题 研究 领域 比较 出 色 的 有 南京 师范 大 学 单 坪 教 授 、 陕 西 师范 大 学 罗 增 儒教 
授 、 浙 江 教 育 学 院 戴 再 平 教授 等 ,他 们 的 著作 各 有 侧重 . 相 比 国外 学 者 ,国内 学 者 运用 数学 方 
法 论 讨论 数学 解 题 的 研究 比较 多 ,这 应 当 与 大 连理 工大 学 徐 利 治 教授 的 贡献 有 关 . 在 数学 方 
法 论 上 的 理论 建构 商定 了 徐 教授 在 国内 数学 与 数学 教育 界 享有 特定 的 地 位 . 走 在 解 题 研究 
前 沿 的 还 有 南京 师范 大 学 喻 平 教授 及 其 研究 团队 ,他 们 结合 心理 学 研究 成 果 建 构 了 解 题 认 
知 模式 与 解 题 教学 理论 .所 有 这 些 研 究 反映 出 数学 解 题 研究 持续 成 为 国内 外 数学 教育 界 的 
研究 热点 ,并 一 直 向 前 不 断 延 伸 . 

本 书 是 站 在 巨人 肩 上 的 学 习 体会 之 作 , 系 编著 者 多 年 执教 高 师 数 学 与 应 用 数学 (师范 
类 ) 专 业 “ 数 学 解 题 研究 "和 “数学 方法 论 ” 课 程 的 教学 实践 总 结 之 作 . 从 开始 的 理论 借鉴 、 典 
型 例题 收集 整理 、 归 类 提取 到 后 期 的 结构 化 、 系 统 化 凝练 ,多 年 来 编著 者 从 未 间断 过 在 数学 
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解 题 研究 上 的 理论 与 实践 探索 .本 书 虽 未 达 尽 善 尽 美 ,但 却 是 真正 的 心血 之 作 .本 书 的 理论 与 
实践 观点 主要 体现 在 以 下 三 个 方面 . 

(1) 学 会 思考 :从 数学 方法 论 的 视角 认识 解 题 . 

解 题 就 是 “解决 问题 ”, 即 求 出 数学 题 的 答案 ,这 个 答案 在 数学 上 也 叫 作 “ 解 ”, 所 以 ,数学 
解 题 就 是 找 出 数学 问题 解 的 活动 过 程 .小 至 一 个 学 生 算 出 作业 的 答案 ,一 个 教师 讲 清 定理 的 
证 明 , 大 至 一 个 数学 课题 得 出 肯定 或 否定 的 结论 ,一 项 数学 理论 应 用 于 实际 构建 出 适当 的 模 
型 等 ,都 叫 解 题 .数学 家 的 解 题 是 一 个 创造 和 发 现 的 过 程 ,教学 中 的 解 题 更 多 的 是 一 个 再 创 
造 或 再 发 现 的 过 程 .本 书 所 说 的 解 题 专 指教 学 中 的 解 题 ,本 书 所 指向 的 解 题 研究 就 是 通过 典 
型 数学 问题 的 分 析 讲 解 ,引领 解 题 者 学 会 数学 家 的 “数学 的 思维 ”, 学 会 从 数学 方法 论 的 视角 
认识 ,理解 和 掌握 解 题 规律 ,发 展 解 题 思维 ,提高 解 题 能 力 . 

(2) 揭示 规律 :确立 数学 解 题 研究 的 目标 指向 . 

正如 书 名 所 说 ,本 书 是 从 数学 方法 论 的 视角 研究 数学 解 题 .本 书 没有 选用 繁 难 的 或 是 蕴藏 
特别 技巧 的 竞赛 题 ,而 是 选用 基本 的 常见 的 数学 问题 ,主要 是 高 考题 ,也 有 部 分 中 考题 作为 分 
析 例 题 .本 书 的 重点 不 在 于 系统 的 理论 建构 ,而 在 于 从 数学 方法 论 的 视角 把 握 数学 解 题 规律 ,多 
维度 引领 解 题 方 向 ,促进 解 题 者 的 思维 发 展 及 分 析 、 解 决 问题 能 力 的 提高 .每 一 章节 介绍 的 数学 
方法 都 能 直 奔 “ 靶 心 ”, 揭 示 数 学 解 题 的 内 在 规律 ,努力 把 着 力 点 放 在 问题 的 剖析 与 方法 的 探究 
上 , 放 在 有 效 地 运用 数学 方法 有 目的 有 计划 地 攻克 问题 .突破 难点 上 . 

(3) 择 法 引领 :科学 地 设计 数学 解 题 研究 思路 . 

本 书 以 数学 方法 论 作为 基础 ,注重 数学 方法 对 数学 解 题 的 理论 指导 ;以 具体 问题 的 解决 
为 抓 手 ,突出 数学 方法 的 引领 作用 .在 具体 框架 结构 上 ,以 解决 问题 的 策略 取向 为 线索 展开 
论述 . 

具体 地 说 , 面 对 一 个 问题 ,首先 要 多 途径 观察 ,然后 考虑 化 归 ,把 待 求解 问题 转化 为 已 解 
决 的 或 较 容易 解决 的 问题 ;感觉 不 甚 明了 的 问题 可 以 考虑 运用 类 比 法 ,探寻 熟悉 的 解 题 模式 
或 方法 以 降低 问题 难度 ; 解 题 中 的 直觉 因素 是 必须 关注 的 , 它 可 能 会 在 难题 求解 过 程 中 发 挥 
重要 作用 ;构造 是 实现 数学 问题 解决 的 一 个 捷径 ,但 不 是 每 一 个 问题 的 解决 都 需要 构造 ; 建 
模 是 对 构造 法 解 题 的 升级 , 建 模 法 解 题 涵盖 的 内 容 更 为 丰富 ,解决 问题 的 面 更 为 宽广 ;审美 
法 对 于 解 题 来 说 ,是 另辟蹊径 ,是 寻找 解 题 方 法 的 一 个 重要 补充 ;对 于 费时 费力 的 疑难 问题 ， 
要 想 办 法 进行 多 途径 变通 ;最 后 是 解 题 反 思 , 提 出 反思 是 数学 解 题 中 不 可 或 缺 的 环节 , 解 题 
任务 完成 后 要 分 析 解 题 过 程 、 剖 析 错 误 ,总结 方法 .比较 鉴别 及 拓展 延伸 等 ,促进 思维 发 展 ， 
提高 解 题 能 力 .因此 ,基于 数学 方法 论 的 视角 ,拟定 数学 解 题 的 策略 路 线 图 如 下 页 图 所 示 . 

需要 强调 的 是 ,这 些 解 题 策略 与 方法 彼此 间 不 是 孤立 的 .观察 伴随 在 解 题 过 程 中 ,化 归 
也 一 直 主 导 着 解 题 全 过 程 .类 比 可 促成 化 归 ,常常 源 于 观察 而 发 生 , 因 直觉 而 显现 .构造 是 一 
种 高 级 思维 模式 ,需要 综合 运用 类 比 或 化 归 . 建 模 类 似 于 构造 ,同样 依赖 于 对 问题 的 观察 与 
审美 ,依赖 于 化 归 思 想 ,依赖 于 类 比 、 直 觉 等 方法 .审美 的 产生 ,看 似 直 觉 ,实质 上 与 细致 入 微 
的 观察 有 着 紧密 的 关联 ,审美 意识 经 常 促成 类 比 构造、 建 模 等 解 题 方法 的 形成 ,也 为 解 题 化 
归 的 实现 莫 定 基础 .变通 的 前 提 是 对 间 题 有 比较 深刻 的 观察 与 理解 , 它 是 融 直觉 审美 .类比 
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等 思想 方法 于 一 体 的 结果 , 反 过 来 又 指向 合适 的 类 比 、 创 造 性 的 构造 与 建 模 以 及 巧妙 的 化 
归 . 而 解决 问题 不 是 最 终 的 目的 ,对 解 题 策略 以 及 解 题 过 程 的 深入 反思 ,能 够 指导 我 们 进 一 
步 学 会 观察 ,更 深刻 地 理解 和 掌握 化 归 、 类 比 、 构 造 、 变 通 等 解 题 策略 与 方法 ,更 有 效 地 发 展 
数学 思维 ,提高 解 题 能 力 . 

本 书 共 分 九 童 ,内 容 分 别 如 下 . 

第 一 前” 观察 : 解 题 的 起 点 ,主要 从 观察 的 一 般 方 法 、 数 与 式 的 观察 .图 形 的 观察 .条件 与 
结论 的 观察 及 问题 结构 的 观察 和 人手, 阐述 数学 解 题 观察 的 重要 意义 及 观察 法 解 题 的 基本 路 径 . 

第 二 章 ”化 归 : 解 题 的 方向 ,通过 对 化 归 法 解 题 模式 的 具体 论述 ,结合 实例 ,着 重 讨论 特 
殊 化 ,一 般 化 ,分 解 与 组 合 \ 映 射 与 反 演 等 化 归 策 略 在 数学 解 题 中 的 具体 应 用 . 

第 三 章 ”类比 : 解 题 的 抓 手 ,从 类 比 的 意义 和 分 类 入 手 ,详细 介绍 问题 解决 过 程 中 的 题 
型 结构 类 比 、 方 法 技巧 类 比 、 空 间 与 平面 类 比 、 抽 象 与 具体 类 比 及 跨 学 科 类 比 等 . 

第 四 章 ”直觉 : 解 题 的 精灵 ,从 直觉 解 题 的 心理 机 制 , 解 题 直觉 的 呈现 、 捕 获 及 运用 等 方 
面 ,具体 讨论 直觉 在 解 题 中 的 作用 . 

第 五 童 ”构造 : 解 题 的 突破 ,从 揭示 构造 法 的 本 质 特征 入 手 , 深 入 研 剖 挖掘 问题 背景 , 借 
用 数 形 结合 、 透 析 结 构 相似 及 运用 等 效 转换 等 途径 进行 构造 的 具体 策略 . 

第 六 章 ” 建 模 : 解 题 的 支架 ,基于 数学 建 模 的 基本 内 涵 , 具 体 闵 述 从 实际 问题 中 抽象 出 
数学 模型 的 基本 方法 ,并 就 初等 数学 解 题 常见 、 常 用 数学 模型 的 类 型 及 其 多 维 建构 作 了 较 详 
细 的 解析 . 

第 七 章 ”和 审美: 解 题 的 意愿 ,从 数学 解 题 中 的 审美 意蕴 出 发 ,介绍 对 称 美 .简洁 美和 谐 
美 .奇异 美 及 数学 文化 等 在 数学 解 题 中 的 具体 应 用 . 

第 八 章 ” 变 通 : 解 题 的 调适 ,结合 具体 问题 ,概述 数学 解 题 中 的 变通 思维 方法 及 追 本 测 
源 、 变 换 主 元 有 效 增设 . 正 难 则 反 四 个 变通 策略 . 

第 九 章 ”反思 : 解 题 的 延伸 ,着 重 阐明 解 题 后 有 待 反思 的 基本 路 径 ,主要 包括 寻求 问题 
的 多 种 解法 、 解 题 错误 的 类 型 与 归 因 、“ 形 ”与 “ 质 ” 的 比较 与 分 析 及 问题 的 拓展 与 延伸 等 . 
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观察 可 能 导致 发 现 .观察 将 揭示 某 种 规律 、 模 式 或 定律 . 
一 -一 [ 美 ] 乔 治 。 波 利 亚 (1887 一 1985) 


对 微小 事物 的 仔细 观察 ,就 是 事业 、 艺 术 、 科 学 及 生命 各 方面 的 成 功 秘诀 . 
一 一 [ 英 ] 史 迈 尔 (1812 一 1904) 
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从 信息 加 工 的 角度 来 看 ,数学 活动 中 的 观察 是 有 目的 有 选择 地 对 各 种 数学 材料 进行 概 
括 的 知觉 过 程 ,其 成 果 就 是 发 现 数学 材料 的 外 部 特征 和 整体 特征 .通过 观察 ,把 外 部 事物 的 
各 种 信息 反映 到 人 的 大 脑 里 .但 这 绝 不 是 一 种 机 械 的 条 件 反射 ,伴随 着 观察 同时 会 发 生 一 系 
列 的 心理 活动 ,如 注意 ,感知 .记忆 、 想 象 等 ,而 且 其 中 一 定 还 存在 着 积极 的 思维 活动 . 

观察 本 身 不 是 一 种 独立 解 题 的 思维 方法 ,但 它 是 产生 数学 思想 方法 的 基础 .高 质量 的 观 
察 能 迅速 ,合理 地 引发 好 的 解 题 思路 .因此 ,观察 作为 解 题 的 第 一 步 显 得 特别 重要 , 绝 不 能 将 
它 与 数学 解 题 的 思维 分 割 开 . 
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所 谓 解 题 中 的 观察 ,本 质 上 就 是 审题 , 它 不 同 于 单纯 地 用 眼 去 看 ,而 是 有 目的 有 步骤 、 
有 方法 地 对 数学 题目 进行 剖析 . 它 要 求 观 察 者 通过 观察 了 解 题 目的 条 件 是 什么 (特别 不 能 遗 
漏 隐蔽 条 件 和 特殊 情况 ) ,问题 的 结论 是 什么 (或 者 要 求 是 什么 ) 以 及 题目 中 有 无 图 形 .如 果 
有 图 形 , 还 要 对 照 观察 图 形 中 各 元 素 ( 如 边 、 角 ,面积 等 ), 最 好 能 将 各 相应 量 标 在 图 形 上 .在 
此 基础 上 ,发 现 并 获取 必要 的 信息 . 当 观 察 的 信息 比较 熟悉 ,与 自己 掌握 的 解 题 模式 很 接近 ， 
与 自己 的 认 知 结构 相合 拍 ,那么 就 能 立即 进入 试探 过 程 ,大 部 分 这 类 问题 便 可 很 快 获 解 . 

在 数学 学 习 与 研究 中 ,观察 起 着 十 分 重要 的 作用 . 欧 拉 指出 :“ 数 学 这 门 科学 需要 观察 ， 
还 需要 实验 .” 在 观察 探索 时 ,可 行 且 有 效 的 步骤 是 : 


整体 一 局 部 一 特殊 


从 一 般 到 特殊 ,从 全 局 到 细节 的 反复 观察 ,有 利于 发 现 新 的 信息 .有 些 问 题 ,如 能 根据 题 
中 所 提供 的 信息 不 断 地 改变 观察 角度 ,往往 能 越过 “思维 障碍 ”, 突 破解 题 难关 ,获得 “ 柳 暗 花 
明 又 一 村 ”的 效果 . 
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一 、 整 体 观察 


解 题 障碍 形成 的 一 个 主要 原因 是 忽视 对 问题 整体 的 观察 ,从 而 无 法 下 手 .任何 一 个 事 
物 ,都 存在 整体 与 局 部 的 关系 .在 进行 数学 观察 时 ,观察 整体 的 同时 ,还 必须 观察 其 局 部 的 特 
点 .从 整体 中 看 局 部 ,从 局 部 中 把 握 整 体 , 只 有 这 两 个 层面 都 考虑 周到 ,才能 真正 抓 住 问题 的 
关键 ,看 出 被 观察 题目 的 特点 . 

例 1.1 设 等 差 数 列 {a,) 的 前 n 项 和 为 5S, ,ai 二 0,Sua 二 0,Sia 所 0, 问 :数列 中 前 几 项 
的 和 最 大 ? 

分 析 ”在 等 差 数列 中 求 前 几 项 的 和 最 大 ,一 定 是 首 项 大 于 零 , 公 差 小 于 零 的 数列 ,所 以 
解 题 的 关键 是 寻找 等 差 数 列 的 正 负 分 界 点 , 即 x 三 0 且 ata 三 0 的 的 值 .因此 ,一 般 的 思路 
是 用 首 项 ai 和 公差 d 表示 ax 和 ws ,而 在 此 题 中 要 做 到 这 一 点 还 比较 困难 .我 们 仔细 观察 题 
目 所 给 的 条 件 , 对 Sa 之 0 和 Si 二 0 作 整 体 处 理 .利用 等 差 数 列 的 求 和 公式 和 性 质 可 得 : 


2 ) ) 
ay 之 0,241 过 0, 因 此 有 as > 0voy 过 0. 所 以 
数列 的 前 6 项 的 和 最 大 . 

例 1.2 如 图 1.1 所 示 , 在 人 和 ABC 中 ,AB==AC=2,BC 边 上 有 4 


100 个 不 同 的 点 Pi,Ps,…,Piw, 记 m;= 二 AP? 十 BP;。CP;(i=1， 
2,…,100). 求 mi 十 ms 十 … 十 moo 的 值 . 
分 析 从 整体 来 看 , 求 式 mm 十 ms 十 … 十 mo 的 项 数 多 ,可 猜 


想 各 项 间 必 有 规律 .为 发 现 这 一 规律 ,我们 从 观察 特殊 点 人手. 2 We 
抓 住 关键 词 “100 个 不 同 点 ”, 考 虑 P; 恰 取 BB 或 C 时 , 易 知 有 | 
AB: =AC’ =4. 


再 看 一 特例 : 取 BC 中 点 M ,有 
AM’:+BM .CM=AB:—BM’+BM.CM=AB’=4. 


由 此 可 猜想 ,m; 均 为 4(i = 二 1,2,…,100), 且 从 上 面 的 特例 可 找到 解 题 方法 :对 BC 边 上 
任 一 点 P; (不妨 取 在 线段 MC 上 ), 由 图 1.1 可 知 
AP? + BP;. CP;=AM?’+MP?+ (BM +MP;)(CM— MP;) 
AM’ + MP? + BM’? — MP!: 
=AM’ 十 BM2 一 AB2: 一 4. 


故 mi 十 ms 十 … 十 mazioo 一 400. 
二 、 实 验 观察 

在 学 习 物 理 和 化 学 时 ,人 们 常常 通过 物理 演示 实验 或 化 学 反应 实验 帮助 认识 物理 现象 
的 本 质 和 化 学 性 质 的 特点 .同样 的 道理 ,对 于 数学 中 的 某 些 问题 ,一 时 看 不 出 它 具 有 哪些 特 
征 ,或 者 很 难 寻找 解决 问题 的 办 法 ,常常 可 以 通过 实验 观察 ,从 而 获得 猜测 .然后 对 其 正确 性 
进行 推断 ,达到 解决 问题 的 目的 . 
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例 1.3 平面 上 有 n 条 直线 , 且 任 意 两 条 都 不 平行 ,任意 3 条 都 不 共 点 , 则 这 条 直线 互 
相 之 间 能 分 割 为 多 少 条 不 同 的 线段 (或 射线 )? 

分 析 要 想 直 接 解决 本 题 好 像 不 是 很 容易 ,我 们 可 以 进行 实验 ,在 厘清 1 条 .2 条 、3 条 时 
的 具体 情况 ,探索 规律 ,从 而 对 n 条 直线 加 以 分 析 和 研究 . 

当 n=1 时 ,有 1 条 ; 当 n=2 时 ,有 4 条 ; 当 n=3 时 ,有 9 条 .由 此 我 们 可 以 猜测 ;n 条 直线 
可 分 为 n? 条 .猜测 的 结论 是 否 正确 ,需要 证 明 . 

若 n==k 时 ,有 k? 条, 则 当 n==k 十 1 时 ,增加 的 一 条 直线 被 原来 的 & 条 直线 分 为 十 1 部 
分 ,而 原来 的 条 直线 也 都 有 一 部 分 被 分 为 了 两 部 分 ,增加 了 kk 条 ,因此 n==& 十 1 时 ,有 kk 十 
十 1 十 k= 二 (十 1)?*( 条 ), 所 以 结论 正确 . 

例 1.4 试 证 :只 有 一 个 质数 p, 使 p 十 10,p 十 14 仍 是 质数 . 

分 析 ” 当 问 题 较为 抽象 ,思路 、 方 法 难 寻 时 ,不 妨 将 问题 具体 化 ,进行 实验 观察 ,使 思路 
清晰 ,便于 解 题 . 

取 p==2 时 ,p 十 10==12,p 十 14 = 二 16, 不 是 质数 ; 

取 p=3 时 ,p 十 10==13,p 十 14= 二 17, 是 质数 ; 

取 p=5 时 ,p 十 10==15,p 十 14= 二 19, 不 全 是 质数 ; 

取 p==7 时 ,pp 十 10==17,p 十 14 = 二 21, 不 全 是 质数 ; 

取 p=11 时 ,p 十 10=21,p 十 14= 二 25, 不 是 质数 . 

由 此 观察 出 ,p ==3 是 所 要 求 的 一 个 质数 . 接 下 来 证 明 这 一 结论 . 

当 p==3k 十 1 时 ,p 十 14==3k 十 15 二 3(k 十 5) 是 合 数 ; 当 p= 二 3k 十 2 时 ,pp 十 10= 二 3k 二 
12 二 3(k 十 4) 是 合 数 ; 故 只 有 当 p= 二 3k(k € N;) 时 , 才 有 可 能 使 p 十 10,p 十 14 都 为 质数 ,而 
p= 二 3k& 中 的 质数 只 有 3 这 一 个 . 


三 、 比 较 观 察 


比较 是 人 脑 中 确定 各 种 事物 之 间 差 异 和 关系 的 思维 过 程 .俗话 说 :“ 有 比较 才 有 鉴别 .” 
数学 学 习 中 的 比较 是 将 有 可 比 意义 的 概念 题目、 方法 等 组 合 在 一 起 进行 求同存异 地 观察 分 
析 , 通 过 类 比 联想 找到 解决 问题 的 思路 和 方法 ,这 是 一 种 知识 间 的 同化 策略 . 

例 1.5 判断 :以 过 椭圆 的 焦点 的 弦 为 直径 的 圆 , 和 椭圆 相应 的 准 线 的 位 置 关系 . 

分 析 ”此 题 的 结构 和 要 求 , 让 我 们 联想 到 抛物 线 的 一 个 结论 :以 过 抛物 线 焦点 弦 为 直径 
的 圆 , 必 和 抛物 线 的 准 线 相 切 .几乎 相同 的 条 件 , 在 不 同 的 曲线 下 结论 会 发 生 何 种 变化 ? 观 
察 一 下 抛物 线 时 对 该 题 的 证 明 ,也 许 对 我 们 会 有 所 启发 . 

设 焦点 为 下 ,过 焦点 的 弦 为 AB ,曲线 的 离心 率 为 e,A 、B 两 点 到 准 线 的 距离 分 别 为 m 、n. 


则 AB 中 点 M 到 准 线 的 距离 4 一 生 卫 . 而 由 抛物 线 的 定义 可 得 |AF|=m, |BF|=n. 所 以 有 


m+n_ |AF|+ |BF| 
2 2 


d 


1 
z14B|. 


因此 ,以 过 抛物 线 焦点 的 弦 为 直径 的 圆 , 必 和 抛物 线 的 准 线 相 切 ,如 图 1.2 所 示 . 
把 椭圆 与 抛物 线 相 比较 ,可 以 仿照 抛物 线 探索 解 题 思路 .利用 椭圆 的 第 二 定义 可 得 
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m+n _ |AF|+ |BF| 1 
2 e 


和 2e 


1 
"A 


因为 椭圆 的 离心 率 有 0 二 e 二 1, 所 以 d > | , 则 加 和 本 圆 相应 的 准 线 相 离 ,如 图 1 


|4B| 


所 示 . 我 们 还 可 以 联想 到 双 曲 线 的 情形 ,e 二 1, 所 以 d 


交 , 如 图 1.4 所 示 . 


则 圆 和 双 曲 线 相应 的 准 线 相 


YL 1 a 
例 1.6 设 a 二 0, 一 一 一 =1, 比 较 下 列 四 个 数 的 大 小 :MI 十 < ， ,1 十 二 ， : 
a 去 [ 4 a 本 "二 


分 析 ”对 于 这 四 个 数 如 果 用 求 差 的 方法 比较 大 小 ,要 进行 Ci 二 6 次 比较 ,才能 得 到 答案 . 


是 否 可 先 估计 一 下 这 四 个 数 的 大 小 关系 呢 ? 不 妨 先 用 具体 数值 代入 比较 ,然后 猜想 证 明 . 


因为 a 二 0, 不 妨 设 a 1 由 1 1, 得 6 -于 是 有 


Vli+a =V2 ， 全， 和 v2. 


由 此 可 以 猜想 ,对 于 满足 w > 0, 二 一 过 


二 1 的 一 切 a 2 值 都 有 


i 
1—2 vi- 2 
2 


对 于 这 一 猜想 的 结论 再 进行 证 明 , 只 需 作 三 次 比较 即 可 (证 明 略 ). 
四 、 极 端 观察 


数学 问题 的 表现 形式 是 多 种 多 样 的 .极端 观察 是 指 通过 对 研究 对 象 极端 情形 的 观察 , 帮 
助 我 们 判断 问题 的 类 型 ,探索 解决 问题 的 方法 . 

例 1.7 已 知 异 面 直线 a 与 5 所 成 的 角 为 60",P 为 空间 一 定点 , 则 过 点 P 且 与 a.6 所 成 
的 角 都 是 60” 的 直线 有 且 只 有 ( ) 条 . 

A.1 Bi (Ge D. 4 
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分 析 ”这 个 题目 在 一 般 的 情况 下 连 图 形 都 不 容易 画 出 来 ,无 从 找到 思路 . 

由 异 面 直线 所 成 角 的 意义 ,我们 可 以 考虑 把 两 条 异 面 直线 平行 移动 , 移 到 过 定点 已 的 极 
端 位 置 , 在 此 位 置 下 问题 变 得 直观 和 清楚 , 即 从 同一 点 出 发 的 3 条 直线 ,其 中 两 条 直线 间 夹 
角 为 60", 问 第 三 条 直线 和 它们 都 成 60" 有 多 少 种 可 能 ? 不 难得 到 这 样 的 直线 共有 3 条 . 

例 1.8 已 知 二 次 函数 y= 二 azx? 十 bz 十 c(a 之 0) 图 象 经 M(1 一 V2 ,0)、N (1 十 V2 ,0)、 
P(0,k) 三 点 ,车 MPN 是 钝 角 , 求 a 的 取 值 范围 . 

分 析 ”车 利 用 余弦 定理 ,并 由 一 1 二 cos 人 MPN 二 0, 将 得 到 一 
个 较 复杂 的 不 等 式 .观察 人 MPN 的 变化 状态 ,显然 直角 是 钝 角 的 极 
限 情形 . 

事实 上 , 当 二 MPN 为 直角 时 , 则 点 P 在 以 MN 为 直径 的 圆周 
上 ,于 是 为 该 圆 与 y 轴 的 交点 .如 图 1.5 所 示 , 由 勾 股 定理 不 难得 
k== 土 1. 

由 此 推断 , 当 和 MPN 为 钝 角 时 ,点 PP 在 圆 内 .由 a 之 0 知 :点 己 
应 在 > 轴 的 负 半 轴 上 .把 PC(0,k) 的 坐标 代入 y==a (zx 一 1 十 V2) (zx 一 
1 一 V2) 得 a = 一 &, 因 此 ,0 二 a 二 1. 


第 二 节 ” 数 与 式 的 观察 


数学 离 不 开 数 与 式 .可 利用 数 的 表征 ,如 整数 无 理 数 、 质 数 、 勾 股 数 、 数 的 组 成 . 数 的 整 
除 性 等 ;可 利用 式 的 特征 ,如 共 轧 因 式 、 互 为 倒数 因 式 、 对 偶 式 等 .问题 所 给 的 数 与 式 , 常 常 给 
问题 的 求解 指明 探索 的 思路 .只 要 仔细 观察 ,发 现 数字 、 式 子 间 的 内 在 联系 ,往往 能 找到 解决 
问题 的 突破 口 . 

例 1.9 设 A 一 (2 十 1)(22 十 1)(2 十 1)(28 十 1)(28 十 1)(22 十 1)(2% 十 1), 求 A 的 末 位 
光头， 

分 析 此 题 若 企图 把 等 式 右 边 各 个 因数 相 乘 是 极 不 现实 的 .观察 所 给 式 子 的 特征 ,容易 
想到 用 (2 一 1) 同 乘 等 式 两 边 进行 试探 ， 

(2 一 1D)A 一 (2 一 1)(2 十 1)(22 十 1)…(2% 十 1) 一 228 一 1 一 (24)2 一 1 一 162 一 1. 


因为 162 的 未 位 数字 是 6, 所 以 A 的 末 位 数字 是 5. 
本 题 还 有 一 个 观察 的 视角 ,就 是 敏锐 地 捕捉 到 A 中 一 个 因 式 (2: 十 1) 是 5, 其 他 所 有 的 各 
项 都 是 奇数 ,因此 ,A 的 末尾 数字 是 5. 


例 1.10 解 方 程 (V2 十 V3 )* 十 (V2 一 V3 )* 一 4. 

分 析 “观察 方程 左边 两 个 代数 式 中 的 底数 的 数字 特征 ,不 难 发 现 V2 十 V3 与 V2 一 J3 
互 为 倒数 .如 令 (V2 十 V3 )” 一 y, 则 问题 可 纳入 解 “y ta 型 "方程 的 模式 ,不 难 求 出 y 的 
值 ,从 而 解 出 zx 一 土 2. 
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例 1.11 解 方程 x 一 (V2 十 V3 十 1D)x* 十 (V2 十 V3 十 V6)z 一 V6 =0. 
分 析 ”解决 本 题 的 关键 是 拥有 一 双 慧 眼 发 现 方程 系数 的 关系 ,通过 试 根 观察 可 以 发 现 ， 


1 一 W232 十 V3 十 1 十 (V2 十 V3 十 V6) 一 V6 =0， 
方程 有 一 根 为 xz, 二 1. 从 而 在 方程 的 左边 可 以 提取 公 因 式 (x 一 1) ,得 
(rz —D[z’— (2+V3)zr 十 V5] 王 0. 


由 此 可 求 得 另 两 根 为 x; 二 V2 ,zs =V3. 

例 1.12 已 知 三 角形 的 三 边 分 别 为 108、144、180. 求 此 三 角形 的 最 大 角 . 

分 析 ”本题 用 余弦 定理 计算 比较 麻烦 . 若 认 真 观察 数字 间 的 特征 ,就 会 发 现 : 
08 T1441 0=8i 

由 勾 股 定理 的 逆 定 理 即 可 知 此 三 角形 为 直角 三 角形 ,所 以 最 大 角 是 90. 

类 似 地 ,通过 对 特殊 常数 的 仔细 观察 获得 解 题 方法 的 习题 比较 多 . 


, _ 60 i cx 0 
例如 ,已 知 sing ，cosg 二 -0,0 二 0 天王 ,可 以 观察 数字 ,6 一 瑟瑟 .联想 到 数组 
(5,12,13) ,于 是 可 以 构造 直角 三 角形 .又 0 为 锐角 ,可 知 sing 所 或 cosb 局 ,sing 证 或 


，。_ 如 0 
cosb 13" 故 cosg 十 sing 13 


例 1.13 解 方 程 V2 十 V2 十 V2 十 x 一 工 . 

分 析 ”本题 用 常规 的 方法 , 即 不 断 对 两 边 取 平 方 (有 时 需 移 项 后 再 取 ) ,可 化 为 一 个 八 次 
方程 .不 过 这 样 求解 不 但 计算 量 大 ,而 且 也 不 容易 求解 出 来 .但 是 ,不管 计 算 过 程 多 么 复杂 , 解 
答 结 果 只 可 能 是 :无 解 ;有 唯一 正 根 ;有 若干 个 正 根 . 

而 它 是 否 有 解 ,往往 可 以 从 是 否 存在 正 数 能 使 两 边 相 等 得 出 . 

实际 上 ,只 要 略 加 观察 ,就 可 发 现 :由 于 V2 十 2 ==2, 可 依次 推 得 


2 一 V2 十 2 一 V2 十 V2 十 2 =V2 十 V2 十 V2 干 2 . (0 

因此 ,zx ==2 是 方程 的 根 ,方程 是 有 解 的 . 

但 上 述 根 是 方程 唯一 的 根 ,还 是 它 的 若干 个 正 根 中 的 一 个 根 呢 ?” 如 果 回 到 上 面 发 现 x 一 
2 这 个 根 的 起 点 ,就 不 难看 出 能 使 /V2 十 x 二 x 的 正 数 原来 就 只 有 一 个 2, 从 而 大 致 估量 出 其 
他 的 正 数 是 不 可 能 满足 题 设 方程 的 .由 此 进一步 猜想 到 :用 不 等 于 2 的 正 数 代 z ,Q@ 中 的 一 串 
等 号 将 可 能 变 为 一 串 大 于 (或 小 于 ) 号 . 

为 证 实 上 面 的 猜想 ,必须 做 些 计 算 . 事 实 上 ,如 果 解 不 等 式 

术 2 寺 过 所 这 


可 知 工 之 2 时 , 恒 有 z 二 V2 十 zx ,于 是 依次 推 得 
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rT>V2+r >V2+VI+z 二 V2 十 V2 十 V2 二 7z . ©® 


因此 ,大 于 2 的 正 数 都 不 是 方程 的 根 . 
而 当 0 二 x 二 2 时 ,可 得 到 类 似 于 @ 的 结果 ,这 时 只 要 把 大 于 号 改 为 小 于 号 即 可 .因此 ， 
小 于 2 的 正 数 同样 也 都 不 是 方程 的 根 . 
这 样 ,就 用 分 类 淘汰 法 从 方程 可 能 的 根 (无 穷 多 个 正 数 ) 中 去 掉 了 所 有 不 等 于 2 的 正 数 ， 
至 此 ,我们 就 可 以 肯定 方程 具有 唯一 的 根 :z 一 2. 
和 1 


L 
求证 . 本 Ps 
例 1.14 求证 :1 二 = 有 tg EN). 


分 析 ”观察 可 发 现 n， 让 一 :而 nn 又 恰 为 不 等 式 中 间 项 的 项 数 , 于 是 可 进行 如 下 试探 : 


1 1 1 
二 
n 7 十 1 和 2n 
1 1 1 


1 1 
宇 > 
n nt+n” 2n 
则 有 
1 1 | 1 | | 1 1 | 1 jes 1 
四 n nn 人 n+n 
一 
更 个 
L | 昌 1 
i 
nn 个 
即 
| 1 1 
a > 
I i 实 吕 (n BD. 


例 1.15 车 z 之 0, 求 y 一 和 5 沁 旦 十 蕊 的 最 小 值 
分 析 ”初步 观察 可 断定 用 判别 式 法 ,但 若 再 仔细 观察 可 发 现 分 子 能 写成 4(z 十 1)? 十 9， 


分 母 是 6(z 十 1) ,不 妨 做 一 试探 : 
4z2 十 8z 十 13 4(z 十 1): 十 9 2 


y (xz 十 DD 二 二 a ， 


下 6(z 十 1) 6(z 十 1) | E(t+D 
因 xz 之 0, 故 也 (x 十 1) > 0, 由 均值 不 等 式 可 知 ,y 之 2 Sx FD 1 2， 
一 (ZT 十 1) 
3 
从 而 可 知 : 当 工 二 工时 ,yw 一 2. 


要 
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例 1.16 对 任意 的 正 整数 &, 令 f1(k) 定义 为 k 的 各 位 数字 的 和 的 平方 ,对 于 n 三 2, 令 
fn Ck) =f1i(fri(k)), 求 fms (11). 
分 析 最 直接 的 方法 是 先 求 出 f1(11),f;(11),f(11),… ,进行 观察 ,由 定义 可 得 


六 (11) 一 (1 十 1): 一 4， 

(11) = 户 CF(11)) =f1(4) 一 4 一 16， 
fs01D)=f1(f2(11)) = 六 (16) 一 (1 十 6)2 一 49， 
fd1D)=f1(f3(11)) =f1(49) 一 (4 十 9): 一 169， 
(11) =f1(f4(11)) = 六 (169) 一 (1 十 6 十 9): 一 256， 
fellD)=f1(fs(11)) =f1(256) 一 (2 十 5 十 6)2 一 169， 


因为 f, (11) 只 依赖 于 F 1(11) ,所 以 256 和 169 将 连续 交替 出 现 ,也 就 是 三 4 时 有 


169,n 是 偶数 ， 
256,n 是 奇数 . 


由 于 2018 是 偶数 ,所 以 fzms (11) 一 169. 
例 1.17 已 知 cl as as as 为 非 零 实数 , 且 满足 


tanD=| 


(do 十 at)ai 一 2asai(al 十 as) 十 ai 十 ai 一 0. 


求证 :ai vas as 成 等 比 数列 . 
分 析 通过 对 已 知 等 式 的 观察 ,注意 到 ai .as .as ,as 为 非 零 实数 ,可 以 把 等 式 看 成 以 as 
为 未 知 数 的 方程 , 且 方 程 有 实 根 , 于 是 
A= 王 [一 2as(al 十 as)]: 一 4(ei +a?)(a? +a?) 4(d 一 aias)2 之 0. 
由 此 可 得 到 a3 一 aias , 故 ai assas 成 等 比 数列 . 
此 题 还 可 将 已 知 等 式 展 开 ,应 用 配方 知识 解答 . 


Cr 十 Qa-l Ci+l 一 


和 (n 滨 2,n€ ND), 求 ann. 


例 1.18 已 知 数列 fo, } 满足 = 1,az 一 2 7 
分 析 ”如 果 不 加 思索 地 去 分 母 , 这 样 下 去 是 比较 麻烦 的 .留心 观察 一 下 已 知 等 式 ,容易 
2 2 ,所 以 数列 { 上 是 首 项 为 3、 公差 为 2 的 等 差 数 列 ， 


Qn 


发 现 人 一 十 1 二 2 江 一 1, 即 2 中 
Qn 


Qn-l a 


因此 2 荆 一 2 十 2 人 0 一 1) 一 27. 再 利用 累 乘 法 可 得 cs 二 2"n1. 


Un 


显然 ,在 去 分 母 和 不 去 分 母 之 间作 出 正确 选择 之 后 ,问题 就 容易 解决 了 . 
第 三 节 ”图 形 的 观察 


学 习 数 学 离 不 开 图 形 .注意 观察 图 形 特 征 , 可 以 发 现 其 中 隐 含 的 重要 的 关系 ,同时 也 有 
利于 运用 数 形 结合 的 方法 ,在 解 题 过 程 中 获得 优 解 . 
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例 1.19 已 知 z、y ER, 有 上 且 x?: 十 y* 二 4, 求 x 十 y 的 最 大 值 和 
最 小 值 . 

分 析 ”观察 已 知 等 式 知 , 它 表示 一 个 以 原点 为 圆心 ,以 2 为 
半径 的 圆 , 如 图 1.6 所 示 ,于 是 问题 转化 为 当 点 (z,y) 在 圆 上 运 
动 时 ,直线 + 十 y= 二 5 在 y 轴 上 的 截 距 5 的 最 值 问 题 .再 借助 于 图 
形 进 一 步 观察 ,可 得 结论 : 当 且 仅 当 直线 xz 十 y= 二 5 运动 到 儿 位 
置 与 贺 相 切 时 ,取得 最 大 值 ;运动 到 1, 位 置 与 圆 相 切 时 ,取得 最 
小 值 .由 此 不 难 求 得 x 十 y 的 最 大 值 为 2V2 ,最 小 值 为 一 2V2. 

pe 例 1.20 ”如 图 1.7 所 示 ,A 是 半径 为 1 
的 圆 外 一 点 ,OA =2,AB 是 圆 的 切线 ,B 是 切 点 , 弦 BC // 04 ,连结 
4 AC , 试 求 阴影 部 分 面积 . 
分 析 从 弦 BCVWOA 出 发 ,观察 图 形 特征 ,连结 OC 、OB , 发 现 
人 BOC 与 人 ABC 有 相同 的 底 和 高 ,其 面积 相等 .于 是 


图 1.7 
Sn 一 Sa 形 BmC 十 SAaac 一 Sa 形 BmC 十 SAasoc 二 SS 向 形 BOC 。 
而 要 求 Smsoc ,关键 是 求 <BOC, 再 观察 图 形 知 : 在 Rt 人 AOB 中 , 由 已 知 条 件 得 
LOAB =30°. 
因而 ZCBO== 人 人 BOA ==60". 所 以 八 BOC 为 等 边 三 角形 ,BOC =60". 最 后 得 到 Sm = 


号 山形 BOC 一 


例 1.21 平面 上 有 两 点 A( 一 1,0)、B(1,0) ,在 圆周 (xz 一 3)2 十 (y 一 4)2 一 4 上 取 一 点 也 ， 
求 使 AP? 十 BP? 最 小 时 点 已 的 坐标 . 

分 析 “观察 图 1.8 知 :PO 为 人 PAB 的 边 AB 上 的 中 线 , 易 证 AP? 十 
BP? == 2OP? 十 20B? == 2OP? 十 2.OP 最 小 时 ,AP? 十 BP? 也 最 小 ,因此 连 
结 点 O 和 圆心 0 的 线段 与 圆 的 交点 即 为 所 求 的 点 P. 解 方程 组 


到 
(一 3)2 十 (y 一 4)2 一 4， 


求 得 P 人 3 世 ). 


5 ”5 
例 1.22 已 知 抛物 线 y 二 zx? 十 2&kzx 一 上 十 1(R ER) 在 xz 轴 上 的 两 个 交点 分 别 在 区 间 
(0,1) 与 (1,2) 内 , 求 & 的 取 值 . 
分 析 可 设想 有 一 条 满足 条 件 的 抛物 线 如 图 1.9 所 示 . 观 察 图 形 ， 
F 抛 物 线 开口 向 上 . 故 & 应 满足 


Wo +2k-:0—k+1>>0, 


| 


WB 
f() 一 1 十 2k。，1 一 上 十 1 过 0, 解 得 ， 所 


(22 > 3 本， 


所 以 的 值 不 
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存在 . 
ww cs 
例 1.23 已 知 变量 xz、y 满足 条 件 1x 一 y 三 0， 求 zx 十 y 的 最 大 值 . 
zz 十 2y 一 9 委 0， 

分 析 ”本题 实质 上 是 线性 规划 问题 ,利用 数 形 结合 , 首先 画 出 
可 行 域 ,再 求 线性 目标 函数 的 最 值 .如 图 1.10 所 示 ,可 行 域 为 图 中 阴 
影 部 分 (包括 边界 线 ), 则 = = 工 十 y 在 4A 点 处 取得 最 大 值 ， 
得 A(3,3), 故 xz 十 y 的 最 大 值 为 3 十 3 一 6. 
T+2y—9=0 

本 题 属于 典型 的 数 形 结合 案例 .值得 注意 的 是 ,目标 函数 对 应 的 
直线 与 边界 直线 斜率 的 大 小 关系 用 于 确定 最 优 解 的 正确 位 置 ,应 仔 
细 观 察 各 直线 的 倾斜 程度 ,准确 判定 可 行 域内 的 最 优 解 . 

例 1.24 ”正方体 ABCD 一 A'B'C'D” 中 , 边 长 为 1, 求 二 面 角 A 一 BD' 一 B' 的 大 小 . 

分 析 求 二 面 角 有 多 种 方法 .这 里 借用 图 形 的 观察 ,运用 向 量 法 求 
二 面 角 A 一 BD' 一 B’ 的 大 小 .如 图 1.11 所 示 ,建立 空间 直角 坐标 系 . 平 
面 ABD' 的 方程 是 zx 十 y 一 1=0, 法 向 量 为 & ==( 一 1,0, 一 1), 平 面 
BD'B' 的 方程 是 zx 一 > 一 0, 法 向 量 " 一 (一 1,1,0) ,两 个 法 向 量 所 成 的 来 
角 的 余弦 值 是 


x 
x+2y-9=0 
图 1.10 


cos0 一 eT Ly ，0=60°. 


依照 人 面 角 的 平面 角 的 补 角 , 一 进 一 出 则 为 二 面 角 的 平 
面 角 ” 的 原则 ,就 能 根据 所 求法 向 量 直 接 求 出 二 面 角 的 值 .事实 上 ,平面 ABD” 的 法 向 量 为 
u 二 (一 1,0, 一 1), 平 面 BD'B’ 的 法 向 量 v==( 一 1,1,0). 在 平面 ABD’ 上 取 点 A(1.0,0), 则 法 
向 量 终 点 为 M(0,0, 一 1). 因 为 xz 十 y 一 1 二 0, 所 以 法 向 量 w 指向 二 面 角 外 . 同 理 可 知 ,平面 
BD'B' 法 向 量 v 也 指向 二 面 角 外 .所 以 上 述 法 向 量 w、v 所 成 的 夹 角 是 所 求 二 面 角 的 补 角 . 故 所 
求 二 面 角 为 120". 


第 四 节 条件 与 结论 的 观察 


数学 题目 浩如烟海 .形式 各 异 ,但 基本 结构 都 包含 条件” 结论 ”两 部 分 .在 数学 问题 的 
叙述 中 ,几乎 所 有 的 题目 都 不 会 直接 地 把 与 解 题 有 关 的 全 部 信息 明确 显示 出 来 ,因此 找 出 已 
知 条 件 或 待 求 结论 中 的 关键 词句 ,挖掘 隐 含 的 信息 ,并 了 解 它们 的 意义 ,是 数学 解 题 中 一 个 
极其 重要 的 环节 . 


例 1.25 已 知 w 之 六 之 0, 且 上 8 一 1， 求 和 一 i 


的 取 值 范围 . 

分 析 ”由 已 知 条 件 与 所 求 问题 的 特征 可 知 ， ee 如 下 关系 . 

a 十 二 (a 一 5 十 2ab ,以 此 为 切入 点 ,把 分 子 转化 为 (a 一 6)? 与 ab 的 关系 式 , 问 题 获 
解 .事实 上 
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下 


区 一 严 不 一 吾 最 一 发 
Cy EE ER yy 
一 十 耐 一步 
故 生 二 和 的 取 值 范围 是 [2 十 2) 


例 1.26 已 知 a.bvc 互 不 相等 .求证 : 


一 有 一 一 本 和 (一 下 
航 一 同人 一 二 (bp—a)(b—e) 一 一 
分 析 ”本题 条 件 “a .bc 互 不 相等 " 便 是 解 题 思路 来 源 的 关键 词句 .将 等 式 看 成 关于 z 的 
二 次 方程 ,仔细 观察 可 发 现 a 、b 、c 为 该 方程 的 根 ,因为 co、c 互 不 相等 ,说 明 这 个 关于 z 的 
“二 次 方程 有 三 个 相 异 的 根 , 这 就 说 明 原 等 式 不 是 普通 方程 ,而 是 恒等式 . 


例 1.27 求 V1 十 V1 十 … 十 V1 (n 重 根 号 ,n E N+ ) 的 值 的 范围 . 
分 析 ”注意 到 “范围 ”这 个 关键 词 ,由 此 想到 把 问题 转化 为 不 等 式 求解 . 
令 原 式 ==z,;y 则 xz, = 二 Vi 十 Xi yz? = 二 1 十 ZX. 

显然 1 过 zi 二, ,进而 可 知 xz? 过 1 十 x,. 解 这 个 不 等 式 得 


所 以 1 过 xz。 | 


例 1.28 若 24 十 2B 十 C=0, 试 求 直线 Az 十 By 十 C=0 被 抛物 线 y%: 一 2z 所 截 得 的 中 
点 轨迹 方程 . 

分 析 观察 已 知 条 件 , 发 现 题 中 隐 含 着 直线 过 点 P(2,2). 又 P(2,2) 也 在 光一 2z 上 ,这 
样 如 果 设 所 截 纺 中 点 坐标 为 M(xz ,y), 则 直线 与 抛物 线 的 另 一 交点 为 


Q(27 — 252y — 2), 
又 Q 在 抛物 线 上 ,所 以 
(2y 一 2)2 一 2(2z 一 2). 


因此 (y 一 1)? = 工 一 1 即 为 所 求 . 

例 1.29 已 知 zF2z2 一 切 十 51 一 223) 一 4z2ia2 一 12 关 0s 求 (x). 

分 析 “本题 虽 然 讨 论 的 函数 并 不 是 一 个 解 , 但 观察 到 已 知 条 件 中 的 “2z? 一 1” 与 “1 一 
2zx”” 互 为 相反 数 , 可 以 运用 换 元 法 简化 已 知 条 件 .只 需 令 2z? 一 1 一 y, 条 件 等 式 就 可 化 为 
af(y) 十 bf (一 y) = 二 2y 十 2, 在 此 条 件 下 求 ,关系 就 明朗 许多 .由 新 条 件 等 式 中 f(y) 与 
了 (一 y) 的 特殊 关系 .我 们 可 想到 在 等 式 中 用 一 y 代 y , 仍 会 得 到 一 个 关于 f(y)、f( 一 y) 的 等 
式 , 这 样 ,问题 就 化 归 为 求解 这 两 个 等 式 组 成 的 关于 f(y)、f (一 y) 的 方程 组 


12 ”数学 解 题 研究 一 一 数学 方法 论 的 视角 


af(y)+6bf(—y)=2y+2, 
ge 


这 是 一 个 简单 问题 . 
cos20 


业 
例 1.30 证 内， 一 一 二 sin20. 
cot 人 tan 


分 析 从 角 来 看 ,左边 是 4 和 0 ,而 右边 是 20 ,应 当 想到 要 用 倍 ( 或 半 ) 角 公 式 ; 从 函数 的 


角度 来 看 ,左边 有 正切 、 余 切 和 余弦 ,右边 是 正弦 ,应 当 想到 用 弦 函 数 ; 从 运算 的 角度 来 看 , 左 
边 是 商 和 差 ,右边 是 积 , 应 当 想 到 分 母 化 积 后 再 化 简 . 
也 许 我 们 并 没有 现成 的 解法 ,但 基于 上 述 观察 ,已 经 有 了 基本 的 解 题 方 向 ,比如 , 先 把 左 


边 的 字母 变 为 芒 丽 数 ,并 把 角 允 升 为 9, 对 这 两 个 要 求 作出 反应 ,自然 想到 公式 


1 一 cosb sinb 全 0 
sing 1 十 cosb 
因而 
0 _1 一 cosb 
2 sing 
入 0 二 二 二 cos0 
Sing 
相 减 得 ， 
2 
左边 2 2 sing cos0 1 sin20 一 右边 . 
sing 


例 1.31 已 知 a6bwc € Ri ,求证 :a"bece 三 (abe) 
分 析 ”从 本 题 要 证 明 的 结论 来 看 ,不 等 式 中 各 式 关 于 a .bc 对 称 , 故 不 妨 设 4a 三 b 三 


ce 0 = Be c 皆 大 于 0, 2 皆 不 小 于 1. 再 从 结论 左右 两 端的 式 子 观察 ,两 
端 都 是 积 的 形式 , 且 都 大 于 0, 因 而 可 以 运用 商 值 比较 .从 这 两 个 观察 点 出 发 ,得 到 


ee 
(abc) 3 b < 5 
例 1.32 已 知 三 角形 ABC 的 三 个 内 角 A、B.C 满足 A 十 C=2B 


V2 A 一 


© 
a , 求 cos 了 的 值 . 


分 析 ”观察 题目 所 求 结论 . 可 以 看 到 要 求 的 三 角 函 数值 中 是 一 个 复 角 的 形式 , 且 其 中 不 
含 角 B ,这 就 要 求 我 们 在 解 题 时 把 条 件 中 的 单 角 化 为 复 角 , 且 把 其 中 的 角 B 消 掉 , 故 产生 如 
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下 解法 . 
由 已 知 条 件 A 十 C=2B 得 B=60,A 十 C==120, 又 Eu 十 2V2 , 即 cosA 十 


cosA cosC 
cosC 一 一 2V2 cosA cosC. 利 用 和 差 化 积 与 积 化 和 差 公 式 有 


A+C A-C 
S 2 COS 2 


2co: 二 一 J2[cos(A 十 C) 十 cos(A 一 C)]， 


ds 


二 cos60" 二 方 ,cos(A 十 C) 二 一 垃 ' 则 有 


cos 人 人 名 V2cos(A 一 C)， 


再 利用 二 倍 角 公式 易 得 


cos 


~ 


基于 观察 ,本 题 紧 紧 抓 住 条 件 与 结论 中 角 的 差异 进行 分 析 , 使 得 解 题 过 程 自然 流畅 ,水 
到 渠 成 . 


第 五 节 ”问题 结构 的 观察 


通常 ,一 个 数学 问题 定义 的 结构 包含 着 量 性 对 象 和 关系 结构 两 个 方面 .仔细 观察 问题 的 
结构 特征 , 便 会 联想 到 有 关 的 公式 、 定 理 、 证 题 方法 等 ,也 就 找到 了 沟通 已 知 与 未 知 的 路 径 . 
例如 “在 实数 范围 内 解 方程 V2t 一 1 十 VI 一 2z 十 y 一 2 二 0”. 看 见方 程 中 的 两 个 根 式 


v 玩 二 T 和 V1 一 37 有 着 特殊 的 结构 形式 ,立即 可 知 2z 一 1 二 0, 即 一 广 ,从 而 y 一 2. 


事实 上 ,从 问题 结构 人 手 , 就 有 可 能 观察 到 问题 中 的 各 种 差异 ,设法 消除 差异 ,或 者 是 发 
现 问题 中 式 子 间 的 共同 特征 ,激发 我 们 展开 想象 ,进行 类 比 , 从 而 转化 问题 ,找到 解决 问题 的 
突破 口 . 

例 1.33 车 a 十 b 一 c= 二 0, 证 明 直线 系 az 十 by 十 c 一 0 恒 过 一 定点 . 

分 析 ”观察 条 件 式 和 直线 系 方程 的 异同 .可 将 直线 系 方程 化 为 一 az 一 by 一 c 二 0, 与 条 件 
式 结构 比较 , 易 知 点 (一 1, 一 1) 在 直线 系 上 , 故 知 直线 系 恒 过 定点 (一 1, 一 1). 

例 1.34 在 AABC 中 ,求证 :46? 十 c? 一 2bccos(A 十 60")==c? 十 a? 一 2cacos(B 十 60"). 

分 析 ”由 观察 知 式 子 的 结构 与 余弦 定理 相似 .于 是 启发 我 们 改 天 


造 人 ABC ,在 AABC 外 部 分 别 以 AB 、AC 为 边 作 正 和 人 ABE 和 正 UL D 
和信 ACD ,如 图 1.12 所 示 . 


易 知 人 ABD 空 AAEC ,所 以 BD =CE. B 各 
在 AABD 中 ,BD? == b? 十 c? 一 2bccos(A 十 60"); 在 入 BCE 中 ， 图 1.12 
CE: = c: 十 a: 一 2cacos( 了 B 十 60?7). 
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因此 ,22: 十 c: 一 20ccos(A 十 60") 一 c2 十 ai: 一 2cacos(B 十 60"). 
例 1.35 设 f 是 (0,1) 区 间 上 的 实 函 数 ,如 果 
(1 my 0 和 E 何 x 05D 
Ty) Cw 

A + 旨 a 

求证 :了 必定 是 常数 函数 . 

分 析 要 证 了 是 常数 函数 ,只 需 证 对 任何 zx 、y € (0,1) 恒 有 f(x) 二 f(y). 要 由 不 等 式 条 
件 (2) 出 发 证 明 等 量 关系 ,启发 我 们 应 该 寻找 一 对 反 向 的 不 等 式 :“ 车 A 三 B, 且 A 三 B, 则 
六 二 疗 总 


(2) 


委 2, 对 任何 xz、y € (0,1). 


a a Ni A Esk) 
观察 条 件 (2) 知 zx 、y 换 位 后 仍然 成 立 , 即 有 (zy 十 7 一 


三 2. 再 对 比 观察 一 下 这 个 


条 件 和 条 件 (2) 的 结构 特征 ,我 们 不 禁 想 起 代数 中 的 基本 不 等 式 :a wb 二 0, 辽 十 全 三 2( 等 号 


仅 当 a 二 5 时 成 立 ). 由 此 出 发 ,问题 就 容易 解决 了 . 
fm) , FW A ee) 


‘Cx 5 和 sl = s 宇 2, 二 
由 f(z) Of >0F(—2)>0F(1—y)>0 有 Fy) + Fr) Fy 
f(1—y) 
f(1—zx) 
PE HR FR = FL Re 一 
上 二 上 二 1 三 4, 又 由 条 - > 
于 是 fy) flz) FF 一 y) FL 一 z) 站 又 由 条 件 放 0 十 C1 一 y) 2 和 
Pe FU FEY FO Ra 关 全 一 各 


Pie Pl mA ey fi1—y) FI 一 z) 


比较 (1) 和 (2), 对 于 任何 z+ 、y € (0,1), 都 有 Fz) 王 F(y) ,FI 一 z)= 太 1 一 >) 成 立 , 所 
以 f(z ) 必 定 是 常数 函数 . 

例 1.36 求 函数 f(r)= 二 Vr 十 9 十 V(z 一 5)? 十 4 的 最 小 值 . 

分 析 ”从 不 同 角度 观察 可 得 到 不 同 的 解法 . 

方法 1 观察 f(z ) 表 达 式 的 结构 特征 ,发 现 它 近 似 于 两 个 两 点 间 
距离 公式 的 和 ,于 是 将 其 变形 为 


4. 


F(z) 一 VCz 一 0)5 十 (0 一 3 十 WCz 一 5)5 十 (0 十 2)5 
作 图 1.13 并 观察 图 形 特征 ,可 看 出 f(z ) 表 示 xz 轴 上 的 动 点 PCz， 
B 0) 到 两 定点 A(0,3)、B(5, 一 2) 的 距离 之 和 .显然 此 距离 之 和 在 线段 AB 
图 1.13 所 在 的 直线 y == 一 x 十 3 与 x 轴 交 点 Q(3,0) 处 取 到 最 小 , 故 当 zx =3 时 ， 
f(z) 取 最 小 值 为 5V2. 
方法 2 ”由 f(z) 表达 式 的 结构 特征 ,联想 到 两 个 复数 的 模 的 和 ,问题 可 利用 复数 法 求 
解 . 可 设 zi 一 工 十 3i,zs 一 (5 一 工 ) 十 2. 则 


FFCz) 一 |z| 十 |zz| 三 |= 十 =z| 王 |z 十 3i 十 (5 一 z) 十 2il 一 |5 十 5i| 一 5V2. 


例 1.37 设 复数 x 和 =* 满足 关系 式 = x; 十 Axzi 十 As 一 0, 其 中 人 为 不 等 于 0 的 复数 . 
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证 明 ; |zi 十 A||zs 十 A|=|A|?. 

分 析 ” 待 证 式 左边 == |zixz; 十 Azi 十 Az;s 十 A?| ,观察 它 的 前 三 项 与 条 件 式 ,发 现 它们 
的 差异 仅 在 于 x。 和 A 有 无 共 乞 记号 上 .利用 复数 模 的 性 质 |=|=|=| ,设法 消除 这 种 差异 ,于 
是 得 ,左边 = |(zi 十 A)(zzs 十 A)|=|(zi 十 A)(zz+2)|=|z1 如 十 Azi 十 A 如 十 AA|= 
144|=14|: 一 右边 . 

例 1.38 已 知 点 P 的 坐标 (zx ,y ) 满 足 

(TC—a)cos0i+t ysing! =a 中 
(一 4w)cosbs 十 ysin0。 =a © 


且 tan 多 一 tan 学 一 2c(a 天 0.c > 1sc 为 常数 ). 求 点 P 的 轨迹 方程. 
分 析 ”观察 可 发 现 、@ 两 式 结构 相同 ,由 此 知 9,、9。 是 关于 0 的 方程 (x 一 a)cos9 十 
ysin0 =a 的 两 个 根 . 青 观察 此 方程 与 另 一 已 知 条 件 an 名 -tan 全 一 2c 的 差异 ,由 此 可 知 应 把 


方程 变换 成 含 正 切 函 数 的 方程 .由 万 能 公式 知 cos0 ,sing 一 站 ,所 以 有 


tan2 人 一 2ytan 呈 一 zx 十 2a 二 0. 由 题 设 知 an 人 an 全 是 这 个 关于 an 人 的 一 元 二 次 方程 


的 两 个 根 ,用 韦 达 定理 即 可 求解 . 


01 0, _2y 
tan 2 十 tan -2 一 二 是 
事实 上 ,jan 生 tan 全 一 下 二 开 , 消 去 tan 生 an 全 可 得 (c 一 Dzs 十 2ar 一 光一 0 
tan 一 tan 六 一 2 
习 题 一 
1. 解 方程 :2z? 一 (1 十 V3)z 十 V3 一 1 一 0. 
2. 将 (2a 一 5 一 c) 十 (26 一 c 一 a); 十 (2c 一 a 一 5)? 分 解 因 式 . 
3. 已 知 数列 {a,} 的 前 五 项 是 1,2,4,7,11. 试 写 出 这 个 数列 的 一 个 通 项 公式 . 
4 已 知 z 十 -一 8 求 zww 十 ;的 值 : 
| Cw == 1 


5. 已 知 (z 一 3)? 十 (y 十 4)? 二 25. 求 xz? 十 y? 的 最 大 值 . 


6. 设 AE (") , 求 方程 /TT 二 4 二 kz 的 实数 根 的 个 数 . 


7. 已 知 方程 lgz 十 lg(z 一 4) 一 lga 仅 有 一 解 , 求 a 的 取 值 范围 . 
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8. 证 明 :方程 (z 一 a)(zx 一 a 一 5b) 二 1 有 两 个 相 异 实 根 ,上 且 一 根 大 于 a, 另 一 根 小 于 a. 

9. 以 正方 体 的 8 个 顶点 中 的 4 个 顶点 为 顶点 ,可 做 成 多 少 个 三 棱锥 ? 

10. 化 简 :or 二 > 一 | 2 全 二 人 二 + 一 
a a 


11. 设 a .bx 、y 均 为 正 数 , 且 xz? 十 y? = 二 1. 试 证 :Max ?十 b*y 十 Va’y 二 bx’ 之 a 十 b. 
12. 正方 形 的 边 长 为 a ,以 各 边 为 直径 在 正方 形 内 画 半圆 . 求 所 围 成 的 图 形 ( 如 图 1.14 中 
阴影 部 分 ) 的 面积 . 


1.14 


2 
| 
13. 已 知 sina 二 =m。sinB ,tana 一 2。tan8(a 、B 为 锐角 ,a 天 有 ). 求 证 :cosa 一 fe 
MM 和 be = 0 求证 Ww >a 


86, 忆 知 y =u oa Fb , 式 中 的 字母 均 表 示 大 于 零 的 实数 , 求 二 V2y 


16. 已 知 a 之 0,f(z)=a(z? 十 ]),g(z)=(1 一 24a)z. 则 当 f(z) 宇 g(xz) 时 , 求 a 的 取 
值 范围 . 

17. 如 图 1.15 所 示 ,在 三 棱锥 P 一 ABC 中 ,PA =a,AB=AC=24a, 人 PAB= 人 PAC= 
BAC =60". 求 三 棱锥 P 一 ABC 的 体积 . 

18. 在 三 棱锥 P 一 ABC 中 ,已 知 PA | BC,PA=BC=!,PA、BC 的 公 垂 线 ED =h ,如 


图 1.16 所 示 . 求 证 :三 棱锥 P 一 ABC 的 体积 中 一 二 2 


FP 


B B 
图 1:15 图 1.16 


19. 已 知 abvc € R; 且 abcla 十 6b 十 c) 二 4, 求 (a 十 5)(b 十 c) 的 最 小 值 . 
20. 已 知 a; 之 0G 二 1,2,…,n), 且 2》)a; 二 1, 求 证 : 
i=1 


a as i as 1 


- 二 i 2 
地 十 aias 十 ala 十 十 aias 十 azas 十 a3 好 十 ataal 十 anait 十 qd 4 


数学 解 题 的 过 程 ,就 是 不 断 化 归 的 过 程 . 
一 一 [ 苏 ] 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 (1895 一 1966) 


数学 家 往往 不 是 对 问题 实施 正面 的 攻击 ,而 是 不 断 地 将 它 变 形 ,直至 把 它 变 成 能 够 得 到 


解决 的 问题 . 
一 一 [和 多] 罗 莎 。 和 披 得 (1905 一 1977) 


第 二 章 ”化 归 : 解 题 的 方向 


苏联 数学 家 雅 诺 夫 思 卡 娅 曾 说 :“ 解 题 就 是 意味 着 把 所 要 解 的 问题 转化 为 已 经 解 
决 或 容易 解决 的 问题 .” 在 处 理 和 解决 数学 问题 时 ,总 的 指导 思想 是 把 问题 转化 为 能 够 解决 
的 问题 ,这 就 是 化 归 思 想 .正如 古 之 “围魏救赵 "是 战 史 上 “ 避 实 就 虚 ” 的 典型 战例 ,军事 上 的 这 
种 策略 思想 迁移 到 数学 解 题 方面 ,“ 实 "是 指 繁 、 难 、 隐 项 .曲折 ,“ 虚 "是 指 简 、 易 、 明 显 、 径 直 ， 
就 是 要 化 难为 易 , 避 繁 从 简 , 转 暗 为 明 , 变 生 为 熟 . 


第 一 节 ”化 归 法 解 题 模式 


让 我 们 首先 来 看 看 一 元 三 次 方程 求 根 公 式 的 发 现 . 

由 于 一 元 二 次 方程 ax ?十 bz 十 c 二 0(a 关 0) 的 求解 公式 早已 得 出 ,因此 ,容易 想到 ,如 果 
能 把 三 次 方程 转化 为 二 次 方程 求解 ,一 元 三 次 方程 的 问题 也 就 解决 了 .16 世纪 意大利 数学 家 
塔 塔 里 亚 正 是 采用 参数 变异 法 求 得 一 元 三 次 方程 的 解 的 . 

例 2.1 解 方程 ay: 十 py? 十 cy 十 d = 二 0(a 关 0). 

分 析 对 于 一 元 三 次 方程 ay* 十 by? 十 cy 十 d 一 0(a 天 0) @ ,为 求 得 它 的 根 , 我 们 引 
进 参数 上 ,使 得 y 二 xz 十 k, 则 有 


a(z 十 k) 十 b(z 十 k&)? 十 c(zx 十 k) 二 d==0， 


即 
azs 十 (3ak 十 b)x? 十 (3ak? 十 2bk 十 c)zx 十 (ak? 十 bk? 十 ck 十 d) 二 0. 


令 3ak 十 b 一 0, 即 一 一 上 ,方程 四 化 归 为 特殊 形式 zs 十 pz 十 g 一 0……@. 
再 引进 参数 和 vw, 令 工 二 wu 十 v, 方 程 @ 就 可 变形 为 (4 十 vw) 十 pu 十 v) 十 q 二 0. 即 


十 3uw?v 十 3u? 十 如 十 pu 十 pv 十 gq 二 0; 也 即 
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十 (3uv 十 pu 十 (3uv 十 pv 十 v’ 十 gq 二 0. 
因此 ,如 果 取 3uv = 一 p ,对 这 样 选取 的 和 w 就 有 


xs 十 3 十 g 一 0， @@ 
Eee @ 


3 
由 图 可 变形 为 wo 一 一 生 , 即 uv = 一 告 . 因 此 ,由 二 次 方程 的 有 关 知识 就 可 知道 ,ww 


就 是 二 次 方程 :: 十 gz 一 录 一 0 的 根 .于 是 ,由 二 次 方程 的 求 根 公式 即 可 求 得 w 一 一 全 十 


2 3 2 3 
守 二 伍 ,W 一 一 了 一 / 守 二 合 . 因 此 ,方程 @ 的 解 为 
本 2 3 $ 2 3 
| 4 lap g frp 
本 2 十 /二 十 27 | 2 7 


以 上 解 题 过 程 如 图 2.1 所 示 . 


x+pxrrg=0 的 | 令 x=utu |22+qz- 区 =0 的 
求解 问题 求解 问题 
解 解 * 

图 2.1 


求 出 zx, 则 > 自然 就 可 以 求 出 来 了 . 

与 一 般 的 科学 家 (如 物理 学 家 ) 相 比 ,数学 家 在 思想 方法 上 具有 其 特殊 的 地 方 .如 果 把 “化 
归 ” 理 解 为 “由 未 知 到 已 知 、 由 难 到 易 、 由 复杂 到 简单 的 转化 ”, 那 么 可 以 说 ,数学 家 思维 的 重 
要 特点 之 一 ,就 是 他 们 特别 善于 使 用 化 归 的 方法 解决 问题 .在 上 述 一 元 三 次 方程 的 求解 过 程 
中 ,我 们 通过 设 定 参 数 进行 换 元 ,把 原 方程 逐步 转化 为 可 以 求解 的 一 元 二 次 方程 ,从 而 实现 
了 原 一 元 三 次 方程 的 求解 .这 种 把 一 个 难以 解决 的 问题 ,通过 某 种 方法 或 途径 转化 为 熟悉 
的 ,简单 的 .能够 解决 的 问题 的 过 程 ,就 是 化 归 . 
化 归 的 基本 特征 是 在 解决 一 个 问题 时 ,人 们 不 是 直接 寻找 问题 的 答案 ,而 是 寻找 一 些 熟 
悉 的 结果 ,设法 将 面临 的 问题 化 为 某 一 规范 的 问题 ;以便 运 用 已 知 的 理论 ,方法 和 技术 使 问 
题 得 到 解决 . 
化 归 法 在 中 学 数学 中 有 着 广泛 的 应 用 .例如 .有理数 的 四 则 运算 应 包含 两 部 分 , 即 绝对 
值 的 计算 与 符号 的 确定 .而 在 确定 了 符号 之 后 ,就 只 需 对 有 理 数 的 绝对 值 进 行 运算 ,这 样 就 
把 有 理 数 的 运算 问题 化 归 为 小 学 里 的 算术 数 的 运算 问题 .又 如 , 解 无 理 方程 通常 是 通过 两 边 
平方 或 换 元 的 方法 去 除根 号 , 从 而 使 之 化 归 为 有 理 方程 ,再 解 这 个 有 理 方程 获得 原 方程 
的 解 . 

上 述 问 题 的 解决 有 一 个 共同 的 特点 ,就 是 通过 转化 ,将 待 解决 的 问题 化 归 为 一 个 已 解决 
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或 容易 解决 的 问题 .这 种 求解 问题 的 过 程 如 图 2.2 所 示 . 


再 转化 
不 和 问题 | 仍 化 | 问题 | [已 解决 或 容易 解决 的 问题 
1 | | 
解答 ”| 一 | 解答 解答 


图 2.2 


化 归 法 主要 包括 三 个 要 素 :化 归 对 象 , 化 归 目 标 和 化 归途 径 .化 归 对 象 , 即 把 什么 东西 进 
行 化 归 ; 化 归 目 标 , 即 化 归 到 何 处 去 ;化 归途 径 , 即 如 何 进 行 化 归 . 

例 2.2 求证 :Foz) = 十 6n? 十 11n 十 12(n € N;) 能 被 6 整除 . 

分 析 ”把 原 式 进行 适当 的 变形 :f(x)== 十 6 十 11n 十 12== (x 十 D(x 十 2)(n 十 3) 十 6. 

上 式 表 明 ,f(n) 是 三 个 连续 自然 数 之 积 与 6 之 和 .因而 原 问 题 的 证 明 转 化 为 要 证 以 下 
问题 . 

中 三 个 连续 自然 数 之 积 总 能 被 6 整除 .如 果 我 们 已 经 掌握 对 Q@ 的 证 明 方 法 ,那么 原 问题 
便 可 由 此 而 获 证 ,但 若 我 们 对 Q@ 的 证 法 仍 属 未 知 ,那么 因为 6 二 2X3, 而 2 与 3 又 互 质 ,因而 
中 又 可 被 转化 为 要 证 ; @@ 三 个 连续 自然 数 之 积 , 既 能 被 2 整除 ,又 能 被 3 整除 .由 于 对 @ 的 处 
理 方 法 为 大 家 所 熟知 ,因此 原 问 题 可 由 此 而 获 解 . 

例 2.3 在 边 长 为 2 的 正方 形 内 ,任意 放置 5 个 点 ,求证 其 中 必 存 在 两 个 点 ,它们 之 间 的 
距离 不 大 于 V2. 

分 析 注意 V2 这 个 数值 , 它 使 我 们 联想 到 单位 正方 形 对 角 线 的 长 .众所周知 ,在 单位 正 
方形 内 ,任意 两 点 间 的 距离 都 不 大 于 对 角 线 的 长 , 即 小 于 或 等 于 V2. 因 此 原 问 题 便 转化 为 在 
所 设 条 件 下 证 明 “ 至 少 有 两 个 点 落 在 同一 个 单位 正方 形 之 中 ”. 六 

如 图 2.3 所 示 ,我 们 把 边 长 为 2 的 正方 形 划 分 为 4 个 单位 正方 形 , 那 么 | 
问题 便 可 进一步 转化 为 “证 明 在 4 个 单位 正方 形 内 任意 放置 5 个 点 ,至 少 有 2 | 
两 个 点 在 同一 正方 形 内 ”由 于 这 个 问题 与 大 家 在 生活 中 早 就 体验 过 的 下 述 | 
问题 完全 一 样 , 即 “在 4 个 抽 层 内 放 5 个 苹果 ,至 少 有 一 个 抽 居 内 要 放 进 两 图 2.3 
个 苹果 .” 因 而 根据 抽 尼 原理 , 原 问题 也 就 获 证 . 

例 2.4 已 知 A、B.C 是 八 ABC 的 三 内 角 , 求 >=sinAsinBsinC 的 最 大 值 . 

分 析 注意 到 函数 式 中 的 sinA ,sinB sinC , 它 容易 使 我 们 联想 到 正弦 定理 : 

yn = = 一 2R 《〈R 是 三 角形 外 接 圆 半径 ). 
考虑 到 y 值 的 大 小 与 三 角形 外 接 圆 半 径 的 大 小 无 关 , 因 此 不 妨 假定 R ==1, 于 是 根据 正 


. s 3 可 下 1 1 
y=sinAsinBsinC =sinA ， 二 ZecsinA. 


其 中 了 besinA 是 我 们 所 熟悉 的 三 角形 面积 公式 .于 是 原 问 题 就 转化 为 “ 求 单位 圆 内 接 三 角形 
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面积 的 最 大 值 ”. 
这 是 一 个 为 我 们 所 熟悉 并 能 求解 的 问题 ,从 而 原 问 题 也 就 由 此 而 得 解 .事实 上 ,由 于 圆 


内 接 三 角形 中 以 正三 角形 面积 最 大 ， 因而 当 A= 语 必 5 而 FbesinA 取得 最 大 值 2 人 


故 所 求 y 的 最 大 值 为 2 


上 述 解法 只 是 一 种 化 归 路 径 .在 本 童 第 四 节 例 2.28 还 将 从 分 解 与 组 合 的 视角 探寻 本 例 
的 化 归 方 法 ,也 会 就 " 圆 内 接 三 角形 面积 之 最 大 值 ” 给 出 具体 的 解 题 过 程 . 


例 2.5 已 知 0 二 a 二 1,zx? 十 y =0, 求 证 :logs (az 十 a>) 委 log.2 十 吉 . 
分 析 ”根据 题 意 ,因为 0 二 a 二 1, 由 对 数 函 数 的 单调 性 , 原 不 等 式 变形 为 a 十 a? 三 
2 QO@. 这 样 原来 的 问题 就 转化 为 在 0 二 a 二 1,x? 十 y ==0 的 条 件 下 ,证 明 不 等 式 @. 


注意 到 x? 十 y = 二 0, 不 等 式 @ 又 化 归 为 ax +a-* Ss ees ©®. 
青 注意 到 不 等 式 右 边 有 一 个 系数 2, 为 得 到 这 个 系数 ,会 联想 到 均值 不 等 式 .由 0 二 a 去 


2 


二 @. 
比较 不 等 式 四 和 @, 若 能 够 证 明 a 之 a+……@, 则 不 等 式 四 就 成 立 .因为 0 二 a 二 
1, 不 等 式 田 又 可 转化 为 二 二 
这 样 , 最 终 将 所 求证 的 不 等 式 转化 为 求证 不 等 式 回 , 原 问题 转化 为 这 个 简单 .熟悉 的 间 


1 }) <o( 当 且 仅 当 = 一 去 时 不 等 式 取 等 号 ] ,从 而 可 扒 


1 1 di se 
三 名 * 即 证 天 十 过 下 ©. 


题 .事实 上 ,一 x? 十 xz 4 (= 


出 不 等 式 田 .@D 和 人 成立, 最 后 得 到 原 不 等 式 成 立 . 


第 二 节 特 殊 化 


在 解决 数学 问题 时 ,对 于 一 些 较 复 杂 、 较 一 般 的 问题 ,如 果 一 时 找 不 到 解 题 的 思路 而 难以 
入 手 时 ,不 妨 先 考虑 某 些 简单 的 ,特殊 的 情形 ,通过 它们 摸索 出 一 些 经 验 , 或 对 答案 作出 一 些 估 
计 , 然 后 再 设法 解决 问题 本 身 .这 一 方法 称 为 问题 的 特殊 化 方法 .特殊 化 方法 是 探求 解 题 思 路 时 
常用 的 方法 ,许多 数学 问题 常常 可 以 从 研究 它 的 特殊 情况 出 发 ,通过 观察 .类比 ,、 归 纳 、 推 广 等 
方法 ,获得 关于 所 研究 对 象 的 性 质 或 关系 的 认识 ,找到 解决 问题 的 方向 \ 途 径 或 方法 . 

例 2.6 设 c2 ceER+, 求 证 a" 十 姑 十 c” 达 atbscr 十 asbrc2 十 arbac ,其 中 n EN,p\g、 
r 都 是 非 负 整数 , 且 了 十 gd 十 -一 7 

分 析 ” 欲 证 的 不 等 式 涉及 量 较 多 ,似乎 无 从 下 手 ,为 此 考察 特殊 情形 

力 二 25g 一 1r 一 0, 即 欲 证 明 az: 十 本 十 cs 守 a?6b 十 bc 十 c?aw (OY 

从 本 题 要 证 明 的 结论 来 看 ,不 等 式 中 各 式 关 于 a bc 对 称 , 故 不 妨 设 a 三 2 三 c 二 0. 
事实 上 ， 
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i i td i a ln a 
一 一 
(a?—c)(a—b)+ (6 —ce)(b—ce) 0, 


故 四 成 立 . 

进一步 分 析 发 现 ,@ 本 身 无 助 于 原 不 等 式 的 证 明 , 其 证 明 方 法 也 不 能 推广 到 原 不 等 式 . 
故 需要 重新 考虑 @ 的 具有 启发 原 不 等 式 证 明 的 其 他 证 法 .考虑 常用 不 等 式 证 明 方 法 发 现 ， 
加 式 可 利用 "均值 不 等 式 ? 获 证 , 即 


3 3 3 3 3 
一 一 


同 理 


222 十 cs 2c 十 aa 
3 a 


相 加 即 得 中式. 运用 此 法 再 考虑 原 一 般 问 题 就 简单 多 了 : 


Be 


sn n 


ob" i 

apDescr -Ee CR < 去 ear HA re 
外 如 机 Fr 本 

同 理 


ek + ike i + + 


ab'e 


上 面 三 式 相 加 即 得 原 不 等 式 
i" Fb 


当 一 个 一 般 性 的 问题 求解 无 路 时 ,由 于 “一 般 即 写 于 特殊 之 中 ”, 我 们 可 以 寻觅 它 的 一 种 
特殊 情形 ,研究 求解 ,如 获得 反面 结果 . 则 原 问 题 也 就 被 反面 解决 (对 极端 的 或 边界 情形 另 当 
别论 ) ;如 得 到 正面 结果 , 则 应 仔细 回顾 和 深入 认识 解 题 过 程 中 的 策略 、 思 想 、 方 法 ,尽量 概括 
出 一 般 性 的 东西 ,再 设法 用 于 原 问题 的 求解 ,成 功 则 原 问题 获 解 ,不 成 功 可 再 寻觅 另 一 种 特 
殊 情形 ,如 图 2.4 所 示 . 


特殊 化 it | i - 
| 
| (下 成 到 (正面 结果 ) 
| 人 白面 结果 ) 
局 
起 RD | 
解 题 策略 


图 2.4 
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从 形式 上 来 看 ,将 一 般 性 问题 特殊 化 是 不 困难 的 ,但 某 个 一 般 性 问题 经 过 不 同 的 特殊 化 
处 理会 得 到 多 个 不 同 的 特殊 化 命题 ,那么 ,哪个 特殊 化 命题 最 有 利于 一 般 性 问题 的 解决 呢 ? 
显然 ,较为 理想 化 的 特殊 问题 是 其 自身 容易 解决 , 且 从 其 解决 过 程 中 又 易 发 现 或 得 到 一 般 性 
问题 的 解法 .一 方面 ,题目 的 特殊 情形 往往 比 它 的 一 般 情形 易于 解 出 ; 另 一 方面 ,由 于 特殊 情 
形 的 解 与 一 般 情形 的 解 往 往 有 共性 , 特殊 情形 的 解 往往 能 给 出 怎样 解 一 般 情形 的 启示 . 因 
此 , 先 求 出 特殊 情形 的 解 ,再 根据 它 的 启示 去 解 一 般 情形 往往 是 很 可 取 的 . 

对 数学 中 的 某 些 特殊 图 形 、 特 殊 关 系 和 某 些 特殊 概念 及 其 性 质 掌握 得 越 多 、 越 熟练 ,就 
越 易 发 现 问题 中 的 特殊 因素 .一 般 来 说 ,将 问题 特殊 化 的 常用 途径 主要 包括 以 下 几 类 . 


一 、 从 特殊 关系 切入 


在 问题 结构 中 常常 存在 一 些 特殊 的 关系 , 抓 住 这 些 特 殊 关 系 往 往 就 能 直接 切中 问题 的 
要 害 ,找到 解决 问题 的 突破 口 .但 这 类 特殊 关系 有 时 却 难以 察觉 . 

例 2.7 已 知 函数 y= 二 f(z) 满 足 f(z) 十 f( 一 +)==2018, 求 f(x) 十 f71(2018 一 xz) 
的 值 . 

分 析 由 题目 要 求 的 式 子 的 形式 ,很 容易 联想 到 f(z) 十 f (2a 一 zx), 而 从 这 个 形式 容易 
联想 到 一 个 特殊 的 关系 一 一 点 对 称 .再 看 看 已 知 条 件 , 可 以 联想 到 f(a 十 z+) 十 f(a 一 x)= 
20 ,由 此 我 们 就 找到 解 题 的 方向 ,从 点 对 称 这 一 特殊 关系 入 手 .事实 上 ,由 已 知 式 f(x) 十 
了 (一 x) 二 2018( 即 在 对 称 关系 式 f(a 十 xz) 十 f(a 一 x )==25 中 取 a = 二 0,6 = 二 1009), 得 函数 y= 
f(z ) 的 图 象 关于 点 (0,1009) 对 称 . 

再 根据 原 函 数 与 其 反 函 数 的 特殊 关系 , 知 函 数 y 二 f(z ) 的 图 象 关 于 点 (1009,0) 对 称 ， 
所 以 广 :(z 十 1009) 十 万:!(1009 一 zx) 一 0, 将 上 式 中 的 xz 用 xz 一 1009 替换 ,得 /71(x) 十 
六 (2018 一 z) 一 0. 

例 2.8 求证 :任何 整数 都 可 表示 为 5 个 整数 的 立方 和 的 形式 . 

分 析 题 中 的 “任何 整数 "是 不 易 入 手 思考 的 ,为 此 先 考虑 特殊 情形 :n = 二 0,1,2,3,4,5 
时 ,结论 是 显然 的 ; 当 n 三 6 时 , 随 着 n 值 的 增 大 ,困难 就 越 大 ,而 且 很 难 找 出 解决 问题 的 一 般 
方法 ,此 时 我 们 不 妨 先 考虑 某 一 类 特殊 整数 ,同时 将 和 数 的 个 数 也 减少 一 个 ,有 下 面 一 个 特 
殊 的 数量 关系 ， 


(2 十 1)3 十 (一 2)3 十 (一 02)3 十 (一 1)3 一 6m. 


这 就 是 说 ,能 被 6 整除 的 任何 整数 均 可 表示 为 4 个 整数 的 立方 和 .由 此 在 所 作 等 式 上 进 
一 步 考虑 . 


672 一 6 十 03; 

6 十 1 一 6 十 13; 

6mz 十 2 一 6(2 一 1 十 235 

62 十 3 一 6(2 一 4) 十 33; 

6n 十 4 二 6(n 十 2) 十 (一 2)3; 
8 十 5 一 Ma 目下 直人 一 功 1 


这 样 ,结论 就 得 到 了 证 明 . 
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二 、 从 特殊 对 象 切入 


对 数学 问题 中 的 特殊 对 象 的 探索 ,有 可 能 帮助 我 们 形成 问题 解决 的 宏观 思路 . 

例 2.9 ”是否 存在 一 个 二 次 函数 y 二 f(z ), 使 得 对 一 切 x €E [一 1,1] 有 |f(z)| 达 1, 且 
|f(2) | 二 8. 若 存在 ,请 求 出 一 个 二 次 函数 ; 若 不 存在 ,请 说 明理 由 . 

分 析 二 次 函数 通常 是 给 出 一 个 等 量 关 系 ,建立 方程 求解 .而 本 题 则 是 不 等 式 给 出 的 问 
题 .寻找 突破 口 需要 思维 的 引导 ,从 特殊 点 一 1.0、1( 端 点 及 中 点 ) 出 发 进行 的 探索 ,是 揭示 本 
质 的 关键 .事实 上 ,假设 存在 二 次 函数 f(x) 二 az’ 十 bz 十 c 满足 题 意 , 则 


|7GD|=|e 二 2 二 c| 委 1， 
17 一 DI=|< 一 2 十 c| 委 1， 
| 帝 60 吕 三 | 吉 | 芝 丕 


又 f(2)=44a 十 26 十 c= 二 3Ga 十 6 十 人) 十 (a 一 6b 十) 一 3c， 

因此 |7C2|= 13fCD 二 7 一 D—3fO)|<31FDI+|IfC— D+3|fF(O0) | 3+ 
1 十 3==7, 但 题 中 要 求 | 了 (2) | 二 8, 故 不 存在 满足 题 意 的 二 次 函数 . 

例 2.10 将 10 个 相同 的 小 球 装 入 3 个 编号 为 1.2、3 的 盒子 (每 次 要 把 10 个 球 装 完 ), 要 
求 每 个 盒子 里 球 的 个 数 不 少 于 盒子 的 编号 数 , 这 样 的 装 法 种 数 有 多 少 种 ? 

分 析 许多 人 在 本 例 上 很 难 找到 问题 的 切入 点 ,并 非 缺少 知识 ,而 在 于 思维 的 惯性 ,一 
定 要 用 排列 组 合 原理 才 可 行 .通过 简单 启发 ,相对 而 言 ,3 号 盒子 较 复 杂 , 能 否 先 解决 它 ( 特 
殊 ) 是 求解 本 题 的 关键 . 

事实 上 ,3 号 盒子 装 7 个 时 ,有 1 种 装 法 (2 号 盒子 装 2 个 .1 号 盒子 装 1 个 );3 号 盒子 装 
6 个 时 ,有 2 种 装 法 (2 号 盒子 装 2 个 .1 号 盒子 装 2 个 ;2 号 盒子 装 3 个 .1 号 盒子 装 1 个 ); 依 次 
分 析 可 得 共有 装 法 1 十 2 十 3 十 4 十 5 一 15( 种 ). 


三 、 从 特殊 取 值 切入 


许多 时 候 , 代 数 式 (或 等 式 ) 中 的 字母 取 特 殊 值 ,可 以 让 解 题 思 路 更 清晰 . 

例 2.11 已 知 三 角形 的 三 边 长 分 别 是 mm? 十 mm 十 1、2m 十 1wm? 一 1, 则 该 三 角形 是 什么 三 
角形 ? 

分 析 ”该 题 的 关键 是 找 出 三 角形 的 最 大 角 ,根据 最 大 角 判 断 三 角形 的 形状 .而 三 角形 的 
最 大 角 对 应 着 最 大 边 , 所 以 ,问题 化 归 为 求 出 三 角形 的 最 大 边 长 .为 此 ,我 们 赋值 于 mm, 也 就 
是 将 m 特殊 化 ,用 以 判断 三 边 的 长 度 关 系 . 令 m==2, 则 有 mr? 十 m 十 1 这 2m 十 1 之 m? 一 1, 下 
面 证 三 边 长 度 的 一 般 性 结论 . 

由 于 mmr? 十 m 十 1、2m 十 1m? 一 1 是 三 角形 的 边 长 ,所 以 有 

22 十 加 十 1 之 0， 
2 十 1 之 05 
一 可 二 

解 得 m 二 1. 故 有 (zz 十 到 十 1) 一 (2722 十 1) 一 到 2 一 m= 二 m(m 一 1),(m’? 十 m 十 1) 

(1 一 1) 一 克 十 2 达 0. 
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所 以 ,m? 十 m 十 1 是 三 角形 的 最 大 边 , 设 它 所 对 应 的 角度 是  , 则 由 余弦 定理 得 


Ca 1 一 一生 大 站 了 1 
2(2m 十 1)(m’—1) 2 


所 以 ,a = 二 120", 此 三 角形 是 钝 角 三 角形 . 
例 2.12 xz、y ER 上 且 满 足 (z 十 Vr 十 1)(y 十 Vy 十 1)==1, 求 xz 十 y 的 值 . 


COSQ 


分 析 本题 难 点 是 如 何 变 形 . 令 x 二 0( 特 殊 化 ), 得 y 十 Vy 十 1 = 二 1,y 一 0, 找 到 目标 ， 


Zz 十 y = 二 0. 事 实 上 ， 


并 十 Vz: 十 1 y 十 1 一 y， 
y 十 Vy 十 1 
得 TX 十 y= 二 yz 十 1 一 Vzz 十 工 
和 
同 理 y+VF TT- 
Zz 十 Vz 十 1 
得 并 十 y 一 Vzz 十 1 一 Vyz 十 1 


@+ 回 得 2(z 十 y) =0, 所 以 zx 十 y =0. 
四 、 从 特殊 位 置 切入 


各 类 几何 问题 中 常 有 研究 对 象 之 间 隐 藏 的 或 动态 的 关系 与 形式 需要 确定 ,在 这 里 ,特殊 


位 置 的 利用 具有 非常 特别 的 价值 . 
例 2.13 已 知 一 大 一 小 两 个 正方 形 ABCD 、BEFG ,如 图 2.5 所 示 , 求 人 


分 析 本题 求 两 条 线段 的 比值 ,可 以 先 利用 特殊 图 形 的 特殊 位 置 进行 探 4 
究 , 如 图 2.6 和 图 2.7 所 示 , 小 正方 形 BEFG 的 边 长 分 别 是 大 正方 形 ABCD 的 边 
AE 1 _ 2 


长 ,对 角 线 的 一 半 , 这 时 都 有 万 一 万 一 忆 “注意 到 任何 一 个 正方 形 的 边 长 与 | "| | 
; 证 明 AE _ 4B_ BE 

导线 之 汪 光 局: 大同 到 图 2.5, 可 以 想 办 法 证 明志 一 BD BE "了 是 作 辅 助 

线 BD、BF, 易 证 八 ABE co 八 BDF ,至 此 本 题 得 到 解决 . . 5 
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例 2.14 如 图 2.8 所 示 , 在 八 ABC 中 ,P、.Q、R 将 其 周 长 三 等 份 , 且 
P.Q 在 4AB 边 上 .求证 ,Saron > 2 . 
SAaac 9 
分 析 ”在 题 设 条 件 下 , 当 Q 点 往 B 点 方向 移动 时 ,R 点 往 A 点 方向 
移动 ,人 PQR 的 面积 减 小 (移动 时 底 边 没 变 ,高 变 小 ). 当 Q 点 移动 到 与 
B 点 重合 的 位 置 时 , 八 PQR 变 成 人 BST ,这 时 它 的 面积 最 小 ,用 静止 的 


和 BST 代替 动 人 PQR ,于 是 只 需 证 明 S 人 > 2 
SAaBc 9 


记 BC =a,CA =6b,AB =c, 依 题 得 BS = 


tte,AT 守 


2(a 十 5 十 c) 2a 十 20 一 c 所 以 SAasr Q& 十 5 十 c 2 十 2 一 c 
3 内 3c 36 


由 于 a 十 6 > cva > 0, 考 虑 上 式 右边 的 式 子 , 得 
(a 二 +b 二 ec)(2a+26—c)> (c+e)(a+b6b) > 2bc, 
即 得 所 需 证 的 不 等 式 . 
通过 前 面 的 例子 可 以 看 出 ,在 数学 解 题 中 , 常 由 任意 的 特殊 化 了 解 问题 ,由 系统 的 特殊 
化 为 一 般 情形 提供 基础 ,由 巧妙 的 特殊 化 对 一 般 性 结论 进行 检验 . 


第 三 节 一 般 化 


希 尔 伯 特 说 过 :在 解决 一 个 数学 问题 时 ,如 果 我 们 没有 获得 成 功 ,原因 常常 在 于 我 们 没 
有 认识 到 更 一 般 的 观点 , 即 眼 下 要 解决 的 问题 不 过 是 一 连 串 有 关 问 题 的 一 个 环节 .” 

对 于 一 般 情况 而 言 ,特殊 情况 往往 比较 熟悉 而 易于 认识 ,因而 常 把 特殊 化 作为 实现 化 归 
的 途径 之 一 .然而 ,由 于 特殊 情况 往往 涉及 过 多 无 关 安 旨 的 枝 节 ,从 而 掩盖 了 问题 的 关键 ,而 
一 般 情况 则 更 能 明确 地 表达 问题 的 本 质 特 性 .因此 , 若 对 一 般 形 式 比 较 熟 悉 时 ,可 用 一 般 化 
方法 探索 . 

所 谓 一 般 化 方法 ,是 指 为 解决 某 一 问题 ,我 们 先 解决 比 其 更 一 般 的 问题 ,然后 将 之 特殊 
化 ,从 而 得 到 原 问 题 的 解 .一 般 化 方法 一 方面 有 助 于 命题 的 推广 ; 另 一 方面 它 也 是 解决 许多 
数学 问题 的 有 效 途 径 . 

实际 上 ,对 于 某 些 问 题 , 如 果 仅仅 停留 在 数值 的 计算 上 ,或 者 只 是 孤立 地 考察 这 些 问 题 
本 身 ,往往 难以 奏效 .但 如 果 把 眼界 放宽 ,把 问题 一 般 化 ,借助 于 一 般 化 的 结论 或 者 方法 ,有 
时 却 可 使 特殊 问题 容易 解决 .这 是 因为 ,一般 化 命题 中 的 关系 和 规律 有 时 更 容易 看 清楚 . 

如 比较 1009” 与 2017! 的 大 小 .问题 不 容易 直接 解决 ,但 是 研究 它 的 一 般 形式 , 即 比 较 


(中 . 与 n1! 的 大 小 ,因为 


(号 ) (过于 和 汪 


了 】 盖 (V1.2。3。…。7)” 一 (VaT)" =—n! 


n 


问题 很 快 获得 解决 . 
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波 利 亚 在 其 名 著 《怎样 解 题 》 中 是 这 样 阐述 一 般 化 方法 的 :一 般 化 就 是 从 考虑 一 个 对 
象 过 渡 到 考虑 包含 该 对 象 的 一 个 集合 ,或 者 从 考虑 一 个 较 小 的 集合 过 渡 到 考虑 一 个 包含 该 
较 小 集合 的 更 大 集合 .” 一般 化 是 与 特殊 化 相反 的 一 个 过 程 .运用 一 般 化 方法 的 基本 思想 是 : 
为 解决 问题 已 ,我们 先 解 比 已 更 一 般 的 问题 Q ,然后 ,将 之 特殊 化 , 便 得 到 己 的 解 . 

利用 一 般 化 方法 解 题 的 基本 模式 如 图 2.9 所 示 . 


质问 是 上 至- 一 般 原型 


原 问题 结论 | - 特殊 化 「 一段 夺 型 的 结论 


图 2.9 


例 2.15 计算 V2015 X 2016 X 2017 X2018 十 1 一 2016?. 

分 析 一 眼看 上 去 ,会 感觉 本 题 计算 量 太 大 而 望而却步 .显然 , 本题 死 算 不 可 取 . 观 察 数 字 特 
征 ,可 将 数字 一 般 化 后 ,寻找 化 归途 径 , 令 a = 二 2016, 则 原 式 = Vla 一 Dala 十 D(a 十 2) 十 1 一 
a 二 (a? 十 4 一 1) 一 a? 二 a 一 1, 故 原 式 == 2015. 


22018 — 2\ 2017 a 
例 2.16 证 明 不 等 式 [257 到 
分 析 这 是 一 个 极其 特殊 又 很 难 入 手 的 计算 问题 . 先 把 问题 一 般 化 为 证 明 不 等 式 
区 = SR hE WD: 


这 个 问题 仍 很 困难 ,注意 到 不 等 式 右边 是 2 2，23。…。2” 数列 的 n 项 积 , 可 将 问题 进 
一 步 一 般 化 . 
构造 一 个 首 项 为 a 二 2, 公 比 为 g 二 2 的 等 比 数列 {a,), 则 问题 变 为 只 需 证 明 


[| > re 
n 
即 只 要 证 
= > Vaiaz…an . 
因为 
wu to re a 
n 

所 以 只 要 证 明 


2(a, — 1) Se 直 E 丰 *… 二 a。 


n n 


» 


即 只 要 证 明 
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Was CD 二 an 
由 等 比 数列 前 n 项 和 公式 , 知 


_and—al 


dra 


至 此 ,问题 得 证 . 

回 到 原来 的 问题 , 当 n 二 2017 时 ,命题 仍然 成 立 ,这 就 证 明了 原 命题 . 

例 2.17 已 知 实数 a 二 二 e, 其 中 e 是 自然 对 数 的 底 ,证 明 :a* 二 6°. 

分 析 欲 证 a 过 如 ,内需 证 blna 过 alnb, 即 开 一 2. 为 此 ,只 需 证 明 一 个 更 一 般 化 的 
命题 , 丽 数 /(z) 一 了 在 (e, 十 <=) 内 是 严格 递减 的 . 


事实 上 ,在 (e, 十 co) 两 CO 二 0, 即 f(z) 是 严格 递减 的 .从 而 对 于 a 二 5 二 


本 


e, 有 f(a) 二 了 (6) ,结论 得 证 . 
例 2.18 正方 形 纸 片 内 有 2018 个 点 ,连同 正方 形 的 4 个 顶点 ,共有 2022 个 点 .已 知 这 些 


这 2022 个 点 都 是 某 些 这 种 三 角形 的 顶点 . 问 共 可 剪 成 多 少 个 三 角形 ? 为 前 成 这 些 三 角形 要 
剪 多 少 刀 ( 沿 三 角形 一 条 边 剪 算 一 刀 )? 

分 析 “这 是 一 个 很 特殊 的 问题 ,为 找到 规律 我们 来 研究 正方 形 内 有 ?个 点 的 情况 .对 ? 
特殊 化 ,如 表 2.1 所 示 . 


要 过 阐 
正方 形 内 点 数 可 前 成 三 角形 的 个 数 须 剪 的 刀 数 
1 4 4 
2 6 全 
3 8 10 
4 10 13 
5 12 16 
n 20n+1) 3n 二 1 


表 2.1 中 最 后 一 行 是 从 特殊 情况 得 到 的 猜测 :正方 形 内 有 个 点 时 ,可 前 成 [2(n 十 1)J 个 
三 角形 , 须 剪 (3 十 1) 刀 .下 面 用 数学 归纳 法 证 明 . 

当 n= 二 1 时 , 易 知 结论 正确 . 

设 n==k 时 ,结论 也 正确 , 即 正 方形 内 有 个 点 时 ,可 剪 成 [2(k 十 1)] 个 三 角形 , 须 剪 
(3 十 1) 丸 。 

当 n 二 上 十 1 时 , 因 在 正方 形 内 增加 了 一 个 点 ,由 已 知 ,这 一 点 必 落 在 已 有 的 三 角形 的 某 
一 个 当中 ,这 样 沿 此 点 与 这 个 三 角形 的 3 个 项 点 可 剪 成 3 个 三 角形 , 比 原来 多 出 2 个 三 角形 ， 
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多 剪 了 3 刀 . 于 是 
2(k 十 1) 十 2 二 2[(k 十 1) 十 1]， 
3k 十 1 十 3 二 3(k 十 了 ) 十 1. 


因此 ,结论 对 n==k 十 1 时 也 正确 . 

回 到 原 问题 , 当 n 二 2018 时 ,通过 计算 ,可 剪 成 4038 个 三 角形 , 须 剪 6055 刀 . 
ee a ZV 二 9 十 wT 

2 5 WW . 

分 析 ”对 这 个 恒等式 最 容易 想到 的 是 直接 将 z= 二 一 (zx 十 y) 代入 等 式 两 边 验 证 ,但 这 样 
做 是 非常 麻烦 的 .利用 递 推 方法 不 但 可 以 较 容易 地 解决 这 一 个 问题 ,而 且 能 解决 这 一 类 问题 . 

我 们 先 来 建立 递 推 关 系 , 设 f(n)==zx" 十 y" 十 z"(n EN),zy 十 yz 十 xz 一 一 azZyz 一 0， 
又 工 十 y 十 z= 二 0, 则 以 xz、y、z 为 根 的 三 次 方程 为 8 一 ap 一 0 一 0. 

容易 得 到 


一 bly =— a — Oa — b=0 


例 2.19 设 z 十 y 十 x==0, 试 证 : 


即 (zx" 十 y" 十 z"”) 一 a(z" 十 y 忆 十 z") 一 b(z" 下 十 y" 十 2 ) 二 0， 


则 fn)=afn—2)+bf(n—3) (2 过 4) 攻 3 
因为 
(1) = 十 ?十 z 王 0， 
所 以 
f(2)=z’+y’ 二 +z? 2(zy 十 yz 十 xz) 一 2ajs 
(3) 一 十 十 z3 一 3zyz 一 30; 
f(4) =af (2) +6f(1) =2a’; 
f(5)=af (3)+6f(2)=5ab; 
f(7)=af (5)+6f (4) =7a’b. 
由 上 可 知 ; 
ye FY FO 
2 5 不 “ 
即 
ll sas ies he Dl i li oh len 
2 5 yi 


有 了 递 推 关系 ( x* ) ,我 们 还 可 证 明 一 类 恒等式 : 


六 CD Fe) Foy FY Heed Fey FE 
六 8 豆 ”本 页 3 4 “ 


例 2.20” ”求证 @ 十 @ 和 十 @ 填 十 G2 一 2*, 

分 析 ”考察 等 式 左边 , 发 现 它 的 每 一 项 恰好 是 二 项 式 定理 展开 式 (a 十 5)” 二 Caa" 十 
Clanr -10 十 Cian-202 十 … 十 CDn 台 的 系数 . 

比较 原 题 和 加, 即 知 四 是 原 题 左边 的 一 般 形 式 ,而 原 题 左边 只 是 @ 右边 当 a 一 "一 1 时 
的 特殊 形式 ,于 是 问题 迎刃而解 .事实 上 ,只 要 令 中 a 一 5 一 1, 便 有 


第 二 章 ”化 归 : 解 题 的 方向 29 


dd el sh Sl sada 


对 二 项 展开 式 中 的 a .6 赋予 特殊 值 , 就 改变 了 它 原 先 的 形态 ,然后 把 赋值 的 过 程 抽 去 ， 
仅仅 把 赋值 后 的 结论 摆 到 我 们 面前 ,就 构成 了 一 个 “特殊 形式 ”的 问题 .这 类 问题 比比 皆 是 ， 
而 且 随 着 电子 计算 机 的 出 现 ,也 有 其 现实 意义 ,尽管 特殊 形式 常 以 “陌生 的 面孔 ”出 现 ,但 
于 特殊 性 中 包含 着 普遍 性 ,所 以 不 管 怎样 改变 形态 ,总 离 不 开 “ 一 般 ” 所 概括 出 来 的 本 质 特 
征 .只 要 我 们 细心 观察 .分 析 , 总 能 找到 蛛丝马迹 ,从 而 发 现 它 的 一 般 原型 .基于 上 述 一 般 化 推 
广 方法 ,我 们 还 可 以 很 快 推 证 出 以 下 几 个 等 式 . 


Dc =3"; 
k=0 


2) (一 1)434C =(—1)2"3 


k=0 
Do “= 
k=0 


例 2.21 当 上 为 何 值 时 ,关于 xz 的 方程 7z? 一 (十 13)z 十 2 一 & 一 2 一 0 的 两 个 根 分 别 
在 区 间 (0,1) 与 (1,2) 内 . 

分 析 若 设 0 二 zi 所 1,1 二 zxz* 志 2, 然 后 根据 韦 达 定理 求 & 值 ,显然 是 不 充分 的 .我 们 可 
以 把 方程 置 于 函数 中 考虑 .从 方程 到 函数 ,问题 转化 为 例 1.22 的 形式 . 

设 f(z)=7z? 一 (k 十 13)z 十 k? 一 k 一 2, 如 图 2.10 所 示 , 该 
函数 的 图 象 只 有 在 区 间 (0.1) 内 穿 过 xz 轴 一 次 ,又 在 区 间 (1,2) 
内 穿 过 xz 轴 一 次 才能 满足 题 意 要 求 .也 就 是 说 ,f(x ) 必 须 在 
(0,1) 内 变 号 ,并 且 又 在 (1,2) 内 变 号 .其 充 要 条 件 是 : 


f(0)>0, 
Pid ds 


f(2) >0. 图 2.10 


y 
fT7e (kt13)+thk kk-2 


据 此 即 可 获知 本 例 的 答案 应 该 是 一 2 二 & < 一 1 或 3 三 & 二 4. 
例 2.22 在 [0,1] 上 证 明 : 若 p € N,p 二 1, 则 Dr < +0 一 z)2 去 1. 


分 析 ”在 不 等 式 的 证 明 方法 中 ,有 一 种 方法 叫 作 构 造 函 数 法 .其 具体 过 程 是 : 先 找 到 不 等 
式 的 一 般 原 型 , 即 相 应 的 函数 ,再 研究 这 个 函数 的 性 质 ,然后 把 研究 结果 落实 到 所 要 证 明 的 不 
等 式 中 . 

我 们 暂时 不 管 *<” 号 能 否 成 立 , 而 在 更 为 广阔 的 领域 中 考虑 xz? 十 (1 一 zx)* 的 范围 , 即 
构造 这 样 一 个 函数 f(x) 二 x* 十 (1 一 x)* ,并 考虑 f(x) 的 值 域 . 


因为 六 (zx) 一 p[z? 一 (1 一 xz)*!], 我 们 令 f(z) 一 0 可 解 得 唯一 的 驻 点 x 是 极 小 


值 点 , 故 7( = 和 是 极 小 值 (也 是 最 小 值 ). 又 因为 F(0) 二 了 (1) 二 1, 故 f(x) 的 最 大 值 


30 数学 解 题 研究 一 一 数学 方法 论 的 视角 


为 1 所 以 不 等 式 汪 7 过 zx* 十 (1 一 xz)? 志 1 成 立 . 


例 2.23 证 明 不 等 式 logs (a 十 6) 这 logwrola 二 Tb 十 c)(a 之 1,bvc 这 0). 

分 析 可 以 发 现 不 等 式 左右 两 边 的 结构 完全 相同 ,差别 仅仅 在 于 右边 对 数 的 底数 和 真 
数 比 左边 多 一 个 c. 因 此 我 们 考虑 构造 这 样 一 个 函数 ,f(z ) 二 log; (zx 十 5),z € (1, 十 吕 ), 这 
样 待 证 不 等 式 就 是 Fa) > Fa 十 c) ,但 由 于 c 记 0, 故 a 二 a 十 c, 所 以 我 们 需要 证 明 f(zx) 是 
减 函 数 . 


南 笠 
RE 
lnz 
所 以 
。]lnz 一 上 十 0) 
~ 训 十 洛 工 
六 
ln 
一 nz 十 起 
Z( 工 十 5)ln2r 
上 式 中 分 母 显然 是 正 数 ,又 由 于 
Ls 
b < hs < nn by 
故 
zlnz <(r+t+6) .ln(z +6), 
所 以 


A 
因而 f(z) 在 区 间 (1, 十 ce) 内 是 减 函 数 ， 
Fa) > f(ato), 

命题 得 证 . 

数学 题目 有 的 具有 一 般 性 ,有 的 具有 特殊 性 ,化 归 法 的 运用 需要 我 们 根据 问题 特点 把 一 
般 问题 化 归 为 特殊 问题 ,或 把 特殊 问题 化 归 为 一 般 问 题 ,其 解 题 模式 是 ;先是 设法 使 问题 特 
殊 化 (或 一 般 化 ) 降 低 难 度 ; 然 后 解 这 个 特殊 (或 一 般 ) 性 的 问题 ,从 中 获得 信息 ;再 运用 类 比 
使 原 问 题 获 解 . 

“从 特殊 到 一 般 ” 与 “由 一 般 到 特殊 "是 人 类 认识 客观 世界 的 普遍 规律 ,在 如 下 两 个 方面 
制约 着 化 归 方 法 的 运用 . 

一 方面 ,由 于 事物 的 特殊 性 中 包含 着 普遍 性 , 即 所 谓 共 性 存在 于 个 性 之 中 ,而 相对 一 般 
而 言 ,特殊 的 事物 往往 显得 简单 、 直 观 和 具体 ,并 为 人 们 所 熟知 ,因而 当 我 们 处 理 问题 时 , 必 
须 注意 问题 的 普遍 性 存在 于 特殊 性 之 中 ,进而 分 析 考 虑 有 没有 可 能 把 待 解决 的 问题 化 归 为 
某 个 特殊 问题 . 

另 一 方面 ,由 于 "一般" 概括 了 “特殊 ”, “普遍 ”更 能 反映 事物 的 本 质 , 因 而 当 我 们 处 理 问 题 
时 ,也 必须 置 待 解决 的 问题 于 更 为 普遍 的 情形 之 中 ,通过 对 一 般 情 形 的 研究 处 理 特殊 情形 . 

从 总 体 角 度 来 看 ,这 两 个 方面 既 各 有 独特 的 作用 ,又 互相 制约 ,互相 补充 . 
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第 四 节 分解 与 组 合 


分 解 与 组 合 是 实现 化 归 的 重要 途径 .所 谓 分 解 ,就 是 把 一 个 复杂 的 问题 分 成 若干 个 较 简 
单 或 较 熟 悉 的 问题 ,从 而 使 原 问题 得 以 解决 .诚然 ,在 许多 情况 下 ,分 解 ” 并 不 能 单独 解决 问 
题 , 为 完全 实现 化 归 过 程 ,还 要 结合 “组 合 ”, 即 把 所 给 出 的 问题 与 有 关 的 其 他 问题 作 综 合 的 
研究 ,使 原 问题 得 以 解决 .分 解 与 组 合 是 相辅相成 的 ,其 模式 如 图 2.11 所 示 . 


问题 
待 处 理 的 问题 | 分解 问题 2 
1 
1 
1 
t 解答 1 
解答 组 全 解答 2 
图 2.11 


对 一 个 问题 实施 分 解 与 组 合 , 除 基本 的 问题 分 解 与 分 类 讨论 外 ,还 有 一 些 升 级 的 分 解 与 
组 合 方法 ,如 局 部 分 解法 .逐步 逼近 法 等 . 


一 、 问 题 分 解 


例 2.24 ”在 边 长 为 1 的 正方 形 的 周 界 上 任意 两 点 间 连 一 条 曲线 ,把 正方 形 的 面积 分 为 
相等 的 两 部 分 .求证 :曲线 的 长 不 小 于 1. 

分 析 “这 两 点 在 正方 形 边 界 上 各 种 可 能 的 分 布 显然 有 三 种 情形 (分 割 ): 在 同一 条 边 
上 ; @ 在 相 邻 的 两 边 上 ; @ 在 相对 的 两 边 上 . 

其 中 @ 是 不 证 自明 的 ,因为 正方 形 对 边 两 点 连 线 不 小 于 边 长 .因此 ,我 们 只 需 将 0 .@ 
化 归 为 @. 

设 正方 形 为 ABCD ,曲线 PQ 将 其 面积 分 为 相等 的 两 部 分 ,如 图 2.12 所 示 . 


D 9 c D 2 冯 
E F 
R 2 < 
4 了 O 8 A P B 
(a) (b) 
图 2.12 


(1) 当 P、Q 都 在 AB 上 时 ,如 图 2.12(a) 所 示 , 设 已 、.F 分 别 为 AD 、BC 的 中 点 , 则 EF 与 
曲线 PQ 必 有 交点 尽 . 否 则 ,以 线段 PQ 为 一 边 的 曲 边 图 形 完 全 位 于 长 方形 ABFE 内 ,因而 面 
积 小 于 正方 形 ABCD 的 面积 的 一 半 . 与 题 意 不 合 .以 EF 为 轴 , 将 曲线 RQ 翻转 到 曲线 RQ , 则 
Q' 落 在 CD 上 ,至 此 ,问题 转化 为 @. 
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(2) 当 P.Q 分 别 在 AB、AD 上 时 ,如 图 2.12(b) 所 示 , 连 结 BD, 则 BD 与 曲线 PQ 必 有 交 
点 尺 (理由 同 前 ). 今 以 BD 为 轴 , 将 曲线 RQ 翻转 到 曲线 RQ', 则 Q' 落 在 CD 上 ,至 此 ,问题 也 
转化 为 @. 
综 上 所 述 (组 合 ) ,命题 获 证 . 
在 数学 解 题 中 ,我 们 的 困难 往往 是 难以 对 结论 进行 抽象 概括 ,不 会 把 条 件 和 结论 直接 联 
系 起 来 . 例 2.24 启示 我 们 可 和 否 将 复杂 的 或 者 难以 解决 的 结论 分 解 开 来 ,分 为 简单 、 易 证 的 多 
个 部 分 ,逐个 击破 ,问题 可 能 会 变 得 较 易 解决 . 
例 2.25 设 A.B、M 是 圆 上 的 三 点 ,AM = BM.P 是 AM 上 的 一 
点 ,; 且 MH | PB 于 瓦 ,如 图 2.13 所 示 . 求 证 :BH = PA 十 PH. 
分 析 PA 与 PH 不 在 同一 直线 上 ,要 用 它们 的 和 与 BH 比较 长 
短 很 不 方便 ,所 以 可 考虑 在 线段 BH 上 找 一 点 C, 把 结论 分 解 为 BC = 
NO PA ,CH =PH 两 个 等 式 证 明 . 
a B 证 明 在 线段 BH 上 截取 BC==PA. 在 人 BCM 和 八 APM 中 , 注 
图 2.13 意 到 AM =BM, 有 


BM 一 AM 
BC=AP /人 BCM 2 AAPM=>CM =PM. 
LMBC=AMAP 


在 等 腰 和 CMP 中 ,由 MH 上 PC 即 得 CH = PH, 所 以 ,BH = 
BC+CH=PA+PH. 

本 题 的 解 题 思想 ,对 于 证 明 线段 或 角 的 和 差 倍 分 问题 ,具有 普遍 指 
导 意 义 .本 题 也 可 以 按 下 面 的 途径 分 解 结 论 . 

(1) 在 线段 HB 上 截取 HC = PH ,然后 证 PA =CB, 如 图 2.14 
所 示 . 

(2) 在 线段 BH 上 取 一 点 C ,使 MC = 二 MP ,然后 证 PA=CB,PH= 图 2.14 
HC ,如 图 2.14 所 示 . 

依据 简单 化 原则 ,本 题 还 可 以 设法 把 PA 和 PH 合成 一 线 , 证 合成 后 的 线段 与 BH 相等， 
具体 途径 有 : 

(1) 延长 AP 至 C, 使 PC ==PH ,然后 证 AC 二 BH ,如 图 2.15(a) 所 示 . 

(2) 延长 HP 至 C, 使 PC = PA ,然后 证 CH =BH ,如 图 2.15(b) 所 示 . 


(a) (b) 
图 2.15 
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二 、 分 类 讨论 


分 类 讨论 也 是 对 问题 进行 分 解 的 一 种 方法 .通过 对 问题 相关 变量 或 讨论 对 象 的 分 类 ,把 
原 问 题 转 化 为 有 限 个 相对 具体 方便 解决 的 问题 . 

例 2.26 设 函 数 f(z)=az?’ 一 2x 十 2, 对 于 满足 1 二 x 二 4 的 一 切 z 值 都 有 f(z) 二 0， 
求实 数 a 的 取 值 范围 . 

分 析 含 参 数 的 一 元 二 次 函数 在 有 界 区 间 上 的 最 大 值 . 最 小 值 等 值 域 问 题 ,需要 先 对 开 
口 方向 进行 讨论 ,再 对 其 抛物 线 对 称 轴 的 位 置 与 闭 区 间 的 关系 进行 分 类 讨论 , 最 后 综合 
得 解 . 

(1 当 GE >0 时 ,f(z) =a(z 一 二 ] +2 一 十 ， 


a 


1 
1 一 1 
Ep 全 en 
po 或 村 | le! 
1 一 4 一 2 十 2 之 0; 7 位 j=2- 二 >0 (4)=164a 一 8 十 2 之 0. 


解 之 得 ,a 之 1 或 也 二 a 一 1 或 几 即 a > 本 

f(1)=a—2+2 宇 0， , 

fea — 0 a 0 名 人 和 

(3) 当 & =0 时 ,f(x) 2z 二 2,f(1) =0,f(4) 6, 不 合 题 意 . 


综 上 所 述 ,实数 a 的 取 值 范围 是 w 二 二 


本 题 分 两 级 讨论 , 先 对 决定 开口 方向 的 二 次 项 系数 a 进行 讨论 ,分 a 二 0 二 0.a 一 0 三 
种 情况 ;然后 ,每 种 情况 结合 二 次 函数 的 图 象 ,在 a 0 时 将 对 称 轴 与 闭 区 间 的 关系 再 分 三 
种 , 即 在 闭 区 间 左 边 、 右 边 、 中 间 . 本 题 的 解答 ,关键 是 分 析 符 合 条 件 的 二 次 函数 的 图 象 ,也 可 
以 看 成 是 “ 数 形 结合 法 ”的 运用 . 


(z+4da)(zr— 6a) i 1 
例 2.27 解 不 等 式 二 一 ?> 0 [4 为 常数,a 二 -二 


分 析 ” 含 参数 的 不 等 式 ,参数 决定 了 2a 十 1 的 符号 和 两 根 一 4a 、6a 的 大 小 , 故 对 参数 


(2 a <o,| 


4 应 分 四 种 情况 a 全 0.a 二 0、 这 Ee 一 一 半分 别 加 以 讨论 : 


解 当 2e 十 1 盖 0 时 ,a > 一 去 : 当 一 4a 过 6a 时 ,a 二 0. 所 以 分 以 下 四 种 情况 讨论 . 


当 a >0 时 ,(z 十 4a)(z 一 6a) 二 0, 解 得 z 一 一 4a 或 x 6a; 
当 a = 二 0 时 ,x? 二 0, 解 得 x 关 0; 


当 一 地 <a 二 0 时 ,(z 十 44a)(zx 一 6a) 二 0, 解 得 zx 二 6a 或 x 汪 一 4a; 


当 a < 一 立时 ,(zx 十 44a)(z 一 6a) 二 0, 解 得 64 二 x < 一 4a. 
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综 上 所 述 , 当 a 之 0 时 ,z 一 一 44 或 + 记 64a; 当 a 二 0 时 ,zx 产 0; 当 一 二 <a 雪人 时 y 世 过 
6a 或 x > 一 4a; 当 a 一 一 于 时 ,6a ci 


三 、 局 部 变动 


局 部 变动 法 是 一 种 特殊 而 重要 的 分 解 方法 ,其 处 理 方法 是 暂时 固定 问题 中 的 一 些 可 变 
因素 ,使 之 不 变 , 先 研究 另 一 些 可 变 因素 对 求解 问题 的 影响 ,取得 局 部 的 结果 后 ,再 从 原先 保 
持 不 变 的 因素 中 取出 一 些 继续 研究 ,直到 问题 全 部 获 解 . 

局 部 变动 法 属于 求 取 依赖 于 多 重 因素 的 单 变量 的 极 值 的 方法 .由 于 所 求 取 的 极 值 对 每 
个 可 变 的 因素 来 说 也 都 必然 是 极 值 ,因此 ,在 此 类 问题 的 研究 中 ,我们 就 可 以 暂时 固定 除 一 
个 因素 外 的 所 有 可 变 因 素 ,并 单独 研究 这 一 因素 变化 的 结果 ,然后 ,在 解决 这 一 较为 特殊 的 
问题 后 ,我 们 又 可 以 由 局 部 到 整体 地 求 得 原来 所 要 求 取 的 极 值 . 

例 2.28 在 人 AABC 中 , 求 函 数 y =sinAsinBsinC 的 最 大 值 . 

分 析 在 本 童 第 一 节 例 2.4 中 ,我 们 曾 给 出 了 一 种 化 归 方 法 .这 里 我 们 换 一 个 思路 , 先 将 
A 固定 下 来 , 视 A 为 常量 考察 B、C 变化 时 函数 的 最 值 情况 . 

在 人 和 人 ABC 中 有 A 十 B 十 C=x 且 0 二 A 二 x,0 二 B 二 x*,0 二 C 二 x, 从 而 得 


y =sinA sinBsinC sinA | 7[eos(B +C) cos(B c]} 


sinA 人 三 LeosA H+cos(B cj). 


使 A 固定 ,由 sinA 之 0 知 , 当 cos(B 一 C)=1. 即 也 =C 时 ,y 达到 最 大 值 .这 时 y 


sina | 二 CeosA D|] sinA cos? A oui eon 全 因 sin a > 0,cos’ a 二 0; 所 以 y 


2 2 2 2 2 
2sin eos 2 与 y? 一 4sin? 人 os 3 同时 达到 最 大 值 . 
A A)’ A A A A 
当 pe py Ey 人 a Be 
而 y 4sin 了 0 Sn 3 】 4sin 了 f 外 】 f le 】 0 本 | 


因为 sin? 全 >> 0,1 一 sint 全 > 0 且 3sim 全 + Q sint 多)1 f 全] 


人 站 
(sn 合 ] 一 3( 定 值 ), 从 而 有 y < 二 x 人 3 = 


A A 至 也 | A 9 A 
jn ， 3 py g 6 
所 以 , 当 3sin 2 1 一 sin 2 时 , 即 sin i ;0 二 2 A 2 ,也 即 30 


所 以 , 当 A=60°,B = 二 C==(180* 4)x 60" 时 ,y sinA sinBsinC 取得 最 大 值 2 


例 2.29 求证 : 圆 的 诸 内 接 三 角形 中 ,正三 角形 的 面积 最 大 . 
分 析 设 圆 的 内 接 三 角形 的 三 个 顶点 分 别 为 A、B、C. 由 于 A、B.C 三 点 均 可 在 圆周 上 
任意 变动 ,所 以 这 是 一 个 有 多 个 可 变 因素 的 问题 .为 化 难为 易 ,我 们 先 把 B、C 暂时 保持 不 动 ， 


第 二 章 ”化 归 : 解 题 的 方向 35 


只 让 A 点 在 圆周 上 任意 变动 ,如 图 2.16 所 示 ,那么 | BC | 就 暂时 被 认 
为 是 定 值 ,三 角形 面积 的 大 小 就 决定 于 A 点 到 BC 的 距离 , 即 BC 边 
上 的 高 AD. 

显然 , 当 高 AD 通过 圆心 时 ,其 值 最 大 ,从 而 可 知 , 当 AB 王 AC 
时 ,三 角形 面积 最 大 .接着 ,我 们 再 把 A 、C 固定 ,让 B 点 自由 变动 . 同 
样 可 得 AB=BC 时 三 角形 面积 最 大 .根据 两 次 变动 的 结果 可 知 , 只 有 
当 AB=BC 王 CA 时 三 角形 面积 最 大 , 即 正三 角形 面积 最 大 . 

注意 :在 上 述 第 二 次 局 部 变动 时 ,我 们 并 没有 要 求 A 点 必须 固定 在 第 一 次 局 部 变动 的 最 
后 位 置 上 .重要 的 是 在 局 部 变动 中 如 何 取得 “经 验 ”, 也 即 设法 找到 影响 最 大 值 的 本 质 因素 ， 
如 本 例 中 的 “AB 二 AC” 显 然 就 是 本 质 因素 ,而 A 点 在 第 一 次 局 部 变动 时 的 最 后 位 置 则 不 是 
本 质 因 素 .本 质 因素 常常 是 几 次 变动 中 影响 结论 的 共同 因素 . 

用 同样 的 方法 ,我 们 还 可 证 明 圆 的 内 接 n 边 形 中 ,以 边 长 相等 者 面积 最 大 , 即 正 n 边 形 
面积 最 大 . 
四 、 逐 步 逼 近 

数学 中 的 逐步 通 近 法 是 这 样 一 种 方法 :为 解决 一 个 数学 问题 , 先 从 与 该 问题 的 实质 内 容 
有 着 本 质 联 系 的 某 些 容易 着 手 的 条 件 或 某 些 减弱 的 条 件 出 发 ,再 逐步 地 扩大 (或 缩小 ) 范围 ， 
逐步 通 近 ,以 至 最 后 找到 问题 所 要 求 的 解 . 

公元 前 3 世纪 ,希腊 数学 家 爱 拉 托 斯 芬 利用 逐步 淘汰 允 近 法 对 质数 进行 探求 :他 先 把 大 
于 2 的 2 的 倍数 划 去 ,再 把 大 于 3 的 3 的 倍数 划 去 ,接着 又 把 大 于 5 的 5 的 倍数 划 去 …… 直至 
划 去 了 在 一 定 范围 内 的 所 有 合 数 ,再 划 去 1. 正 是 利用 这 种 近乎 “笨拙 ”的 朴素 的 逐步 淘汰 法 ， 
他 筛选 出 了 十 万 以 内 的 质数 . 


a? 二 +b? 


例 2.30 ” 设 a.wb 为 正 整 数 ,ab 十 1 整除 a? 十 证明: 二 1 是 完全 平方 数 . 
分 析 设 和 二 一 g, 则 4? 十 b* 二 g(ab 十 1D ee 四 .因而 (a ,5) 是 不 定 方程 x? 十 y? 一 


(wy 1 @ 的 一 组 整数 解 .如 果 g 不 是 完全 平方 数 ,那么 @ 的 整数 解 中 x 、y 均 不 为 0， 
因而 g(xy 十 1)=zx? 十 y? 之 0, 则 zy 二 一 1, 推 出 zy 三 0, 所 以 xz 、y 同 号 . 

现在 设 co .oo 是 @ 的 正 整 数 解 中 使 a6 十 2 为 最 小 的 一 组 解 ,ao 二 bo, 那么 ae 是 方 
程 x ?一 gbozx 十 (b3 一 g) 二 0……… @ 的 解 . 

由 韦 达 定理 知 ,方程 @ 的 另 一 解 ai 一 gb。 一 ao wai 是 整数 ,而 且 (ei ,oo) 也 是 @ 的 解 ,所 
以 a 与 bo 同 为 下 整数 .但 由 市 达 定理 得 a 一 人 一 9 < ca. 


这 与 ao 十 bo 为 最 小 矛盾 ,说明 g 一 定 是 完全 平方 数 . 

这 种 解法 就 是 所 谓 无 穷 递 降 法 :如 果 在 g 不 是 完全 平方 数 时 ,不 定 方程 @ 有 正 整 数 解 
(ao ,bo) ,那么 它 一 定 还 有 另 一 组 正 整数 解 (ci .651) ,并 且 ai 十 b1 一 ao 十 .这样 下 去 ,将 有 无 
穷 多 组 正 整数 解 (a, ,5, ) 满 足 @ ,并 且 
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ao 十 加 人 > 由 十 让 之 人 > 十 加 人 > 


但 这 是 不 可 能 的 ,因为 一 个 严格 递减 的 正 整数 序列 ,只 有 有 限 多 项 (这 与 上 述 解 法 中 ,存在 一 
个 “最 小 解 ” 是 等 价 的 ). 这 种 方法 是 17 世纪 的 数学 家 费 尔 马 特别 钟爱 的 .他 用 这 种 方法 证 明 
了 许多 不 定 方程 的 问题 ,如 xz! 十 y* = 二 x 没有 正 整数 解 . 

例 2.31 一 个 定义 在 有 理 数 数 集 上 的 实 值 函数 ,对 一 切 有 理 数 z 和 y, 都 有 f(z 十 y) 二 
f(z) 十 f(y). 求 证 :对 一 切 有 理 数 都 有 f(x) 二 kz ,其 中 为 实 常 数 . 

分 析 上 & 究 竞 是 什么 数 ? 不 妨 从 x =0,1,2 等 考察 .在 等 式 f(z 十 y)=f(z) 十 f(y) 中 ， 
令 z=y==1, 就 有 (2)==f(1) 十 f(1)=2f(1); 车 取 xz =y==0, 就 有 了 (0)==f(0) 十 f(0)= 
2 了 (0), 即 有 了 (0)== 0= f(1)X0. 这 使 我 们 猜测 k= 4(1), 即 对 一 切 有 理 数 z+, 有 (x)= 
fz. 

下 面 逐步 盘 近 目标 . 

(1) 先 考虑 zx 为 任意 整数 的 情形 . 

车 为 正 整 数 n, 则 当 n=1 时 ,有 ff(1)=f(1) X1. 

设 当 n =k 时 ,有 f(k)==f(1) Xk, 那 么 当 n==k 十 1 时 ,就 有 f(k 十 1)==f(k) 十 f(1)= 
f(D (十 1), 即 对 一 切 正 整数 n 都 有 f(n)= 二 f(1) Xn. 

又 由 0 二 (0)= 二 fn 十 (一 n))==f(20) 十 f( 一 12), 知 f( 一 n) fn)=f(1) Xx (—n), 
从 而 对 一 切 整 数 z, 都 有 f(z)==f01)，z. 

(2) 再 考虑 x 为 整数 的 倒数 的 情形 . 

假设 ”为 正 整数 .反复 运用 等 式 f(z 十 y) = 二 f(z) 十 f(y), 可 得 


OO 


即 


又 由 0 一 (0) /人 可 (2)+s( 上 ] 知 


n n 


故 对 一 切 整数 z 的 倒数 ,也 都 有 
f(z)=f(1) xz. 


(3) 最 后 设 z 为 任意 有 理 数 , 记 工 = 字 , 其 中 m 和 nn 是 互 质 的 整数 ,n > 0. 
此 时 有 


和 介 - 人 二 -二 -ee 


故 对 一 切 有 理 数 zx ,都 有 FCz ) 王 六 1)。 工 . 
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第 五 节 ”映射 与 反 演 


数学 中 存在 各 种 结构 系统 ,如 代数 .平面 几何 ` 立 体 几何 .三 角 函 数 等 ,这 些 结构 系统 之 
间 存 在 着 密切 的 联系 ,有 些 甚至 可 以 一 一 对 应 起 来 .这 种 把 两 个 结构 系统 中 的 问题 对 应 起 来 
的 方法 ,就 称 为 关系 映射 反 演 . 本 质 上 来 说 ,关系 映射 反 演 属于 一 般 科 学 方法 论 的 范畴 ,其 实 
际 应 用 可 渗透 到 现实 生活 、 社 会 生活 和 自然 科学 各 个 领域 .这 一 方法 内 涵 丰 富 , 在 中 学 数学 
解 题 中 有 着 比较 广泛 的 应 用 . 


一 、 反 演 法 
反 演 法 即 假定 结论 正确 ,然后 从 结论 出 发 往 回 推 ,以 获取 结论 成 立 的 条 件 .也 可 比较 与 


给 出 的 条 件 是 否 相 符 ,判定 结论 的 正确 性 .这 是 古代 印度 数学 家 们 常用 的 一 种 方法 .为 加 深 对 
反 演 法 的 理解 ,让 我 们 首先 看 一 下 阿利 耶 波多 ( 约 475 一 550 年 ) 在 公元 6 世纪 给 出 的 下 述 问 


题 :* 什 么 数 乘 以 3, 加 上 这 个 乘积 的 了 ,然后 除 以 7, 减 去 此 商 的 广 , 自 乘 , 减 去 52, 取 平方 根 ， 


加 上 8, 除 以 10, 得 2?” 


根据 反 演 法 ,我 们 从 2 这 个 数 开 始 往 回 推 .于 是 ,(2X10 一 8)? 十 52==196,V196 ==14,14X 
过 x7x 了 x 二 一 28. 即 为 答案 . 

这 个 问题 告诉 我 们 :在 哪个 地 方 除 以 10, 反 演 时 就 乘 以 10; 在 哪个 地 方 加 上 8, 反 演 时 就 
减 去 8; 在 哪个 地 方 取得 平方 根 , 反 演 时 就 自 乘 ,等 等 .因为 对 每 一 个 运算 都 以 其 逆 运 算 代替 ， 
所 以 称 为 反 演 法 . 

例 2.32 给 定 A、B.C 三 个 点 , 作 一 直线 交 AC 于 X 点 , 交 BC 于 Y 点 ,使 得 AX 一 XY 一 
YB ,如 图 2.17 所 示 . 

分 析 ” 先 设想 已 经 知道 六 和 YY 两 个 点 中 某 一 个 点 的 位 置 ,我 们 就 能 用 作 中 垂 线 的 方法 
求 得 另 一 个 点 .然而 ,我 们 没 法 知道 两 个 点 中 的 任何 一 个 ,此 路 暂时 不 通 . 

再 设想 :把 问题 当 作 是 已 解决 了 的 , 即 设想 图 2.17 中 AXYB 这 条 折线 的 三 段 AX 、XY 和 
YB 正好 相等 .尝试 着 再 添上 一 条 相等 的 线段 , 即 作 YZ 平行 且 等 于 XA ,如 图 2.18 所 示 . 


图 2.17 图 2.18 


在 作 了 辅助 线 YZ 之 后 ,再 把 Z 点 和 A 点 .B 点 连结 起 来 ,如 图 2.19 所 示 , 得 到 萎 形 
XAZY 和 等 腰 人 ABYZ. 再 把 A 点 和 B 点 连结 起 来 ,得 到 人 ABZ ,如 图 2.20 所 示 . 
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3 六 A 
图 2.19 


进一步 想 :能 否 实际 地 作出 等 腰 人 ABYZ? 虽然 不 知道 其 大 小 ,但 知道 了 其 形状 ,很 容易 
作出 与 之 相似 的 三 角形 .于 BC 边 上 任意 一 点 Y 作 CA 的 平行 线 Y2Z', 且 令 Y2Z =YB. 则 所 
得 人 BY’Z” 必 与 我 们 想得到 的 ABYZ 相似 . 

B 再 进一步 , 作 四 边 形 BY'Z'A“ ,使 之 与 四 边 形 BYZA 相似 是 可 能 的 . 
实际 上 ,只 是 在 AB 上 确定 一 点 A, 使 得 A'Z ==Y'Z'. 再 考虑 作 AZ 

4”A'Z', 作 YZ/Z'Y', 则 实际 上 得 到 了 四 边 形 BYZA ,如 图 2.21 所 示 . 

最 后 作 YX // ZA ,所 得 X 即 我 们 所 要 求 的 折线 上 一 点 . 易 证 :此 时 折 
线 AXYB 符合 要 求 , 即 AX =XY ==YB. 

这 是 波 利 亚 关 于 一 道 几何 作 图 题 的 解 题 思路 ,在 问题 假想 已 经 解决 
的 基础 上 , 反 过 来 寻找 与 条 件 相符 的 答案 ,在 一 定 意义 上 来 讲 ,运用 的 也 是 反 演 法 . 
二 、 了 映射 法 

在 中 学 数学 中 ,为 谋求 解 题 的 突破 ,在 不 同系 统 中 的 两 个 集合 之 间 建 立 必 要 的 映射 关 
系 , 这 种 解 题 方法 称 为 映射 法 .由 于 系统 的 状况 各 异 , 因 此 系统 间 的 映射 也 存在 着 很 大 的 差 
别 .根据 系统 内 是 否 规 定 了 运算 及 规定 何 种 运算 ,可 将 系统 间 的 映射 分 为 以 下 四 种 类 型 . 

(1) 不 必 考 虑 或 无 法 规定 运算 的 系统 间 的 一 般 映射 .例如 ,立体 几何 问题 与 平面 几何 问 
题 之 间 、 点 的 问题 与 数 的 问题 之 间 建 立 的 映射 关系 .以 下 各 举 一 例 加 以 说 明 . 

例 2.33 如 图 2.22 所 示 , 圆 台 上 、 下 底面 半径 分 别 为 2cem、10cm, 母 线 AB 长 为 24cm, 从 
AB 中 点 M 拉 一 条 绳子 , 绕 圆 台 侧面 一 周到 达 B 点 ,这 条 绳子 的 最 短 长 度 是 多 少 ? 

CA 


+ 有 
人 4 
B O04 M 有 


图 2.22 图 2.23 


2 A 
图 2.21 


分 析 ”由 图 2.22 和 图 2.23 可 以 看 出 , 圆 台 侧面 与 扇 环 AA'B'B 的 点 存在 一 一 对 应 关系 ， 
圆 台 侧面 上 的 最 短线 段 就 是 扇 环 内 的 线段 BM. 故 可 将 其 映射 为 平面 几何 问题 ;以 O 为 中 心 


的 两 个 同心 圆 ,0A 一 6cm,OB 一 30cem, AOA” 一 至 ,M 为 AB 的 中 点 , 求 线段 MB' 的 长 . 


运用 余弦 定理 可 算得 MB 长 为 42em. 
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例 2.34 平面 上 有 600 个 点 所 组 成 的 点 集 ,证 明 存在 201 个 同心 圆 , 使 得 其 中 每 相 邻 两 
圆周 所 组 成 的 200 个 圆 环 中 ,每 个 圆 环 内 恰 有 600 个 点 中 的 3 个 点 . 

分 析 ”对 于 平面 上 个 点 ,我 们 可 以 找到 一 点 0 ,使 它 不 在 任何 两 点 连 线 的 垂直 平分 线 
上 ,于 是 ,点 0O 到 这 个 点 的 距离 两 两 互 不 相等 了 .那么 平面 上 点 的 问题 与 数 的 排序 问题 间 就 
可 以 建立 映射 关系 了 .将 点 的 问题 映射 为 数 的 问题 如 下 . 

有 600 个 两 两 不 相等 的 正 数 0 二 过 ts 过 ts 二 … 过 too ,证 明 存在 201 个 正 数 0 二 ri 二 
rz 过 rs 过 … 过 rzo ,使 每 相 邻 的 两 个 x; 与 ri4 间 恰 含有 3 个 志 , 即 < 去 丰 二 ta 过 rian. 
其 中 上 表示 各 点 到 圆心 的 距离 ,~ 表示 各 同心 圆 的 半径 ,该 问题 的 证 明 是 显而易见 的 . 

(2) 规定 简单 运算 的 系统 间 的 有 限 值 的 映射 .例如 ,实际 问题 与 有 限 值 建 立 的 一 种 保持 
运算 关系 的 映射 . 

例 2.35 桌面 上 有 9 只 大 小 一 样 的 杯子 , 杯 口 全 朝 下 .规定 同时 翻转 其 中 4 只 杯子 作为 
一 次 操作 , 问 能 否 进行 有 限 次 操作 ,使 9 只 杯子 的 杯 口 全 朝 上 . 

分 析 ”车 将 杯 口 朝 下 记 为 一 1, 杯 口 朝 上 记 为 十 1, 那 么 一 次 翻转 即 改变 一 个 数 的 符号 ， 
可 将 该 实际 问题 映射 为 有 限 值 问题 . 

黑板 上 写 着 9 个 一 1, 规 定 同时 改变 其 中 4 个 数 的 符号 作为 一 次 操作 , 问 能 否 进行 有 限 次 
操作 ,使 9 个 数 全 变 为 十 1. 

答案 是 不 能 ,因为 一 开始 9 个 一 1 相 乘 是 一 1, 一 次 操作 改变 4 个 数 的 符号 ,于 是 乘积 变 为 
(一 1)*X( 一 ])= 一 1, 经 n 次 操作 ,乘积 变 为 (一 1)”X (一 1) 王 一 1, 问 题 要 实现 的 目标 是 经 有 
限 次 操作 能 全 部 变 为 十 1, 而 这 些 数 的 乘积 是 一 1, 所 以 不 能 经 有 限 次 操作 使 得 最 后 9 个 数 全 
变 成 十 1. 

(3) 有 单个 运算 的 系统 间 的 同 构 映射 .例如 ,复数 问题 与 向 量 问题 之 间 建 立 的 一 种 具有 
一 一 对 应 关系 的 映射 . 

例 2.36 设 zi、zs EC, 求证 :| ;十 zz|? 十 |zi 一 =z| :一 2(|z:|: 十 |=s|2). 

分 析 一 个 复数 在 复 平面 上 所 表示 的 点 可 对 应 一 个 向 量 , 复 数 的 模 可 对 应 到 向 量 的 模 ， 
于 是 将 zi .zs 分 别 对 应 到 OZY .OZ3 ,zi 十 zs 对 应 到 OP. 那 么 复数 问题 映射 成 向 量 问 题 : 以 


OZ) .OZ 为 边 作 平 行 四边 形 OZ, PZ，, ,证 明 : |0P|? 填 |2Z227|? 2(152 1 | [2 


> i 2 > > i 
事实 上 ,|OP|*= (OZ +0Z;) 一 |02,|: 十 |027:|: 十 202Z: .OZ:， 


> > >\ 2 > > > > 
[2 l=(02—02:) =|02i|:+|02;|?—202; . 07:， 


所 以 ， [OBl: + |227|* =2(102:|:+102:|°). 


(4) 有 多 种 运算 的 系统 间 的 同 构 映 射 .例如 ,复数 问题 与 复 平面 上 点 的 问题 之 间 建 立 的 
映射 . 

例 2.37 求 满足 |z 一 25i| 达 20 且 辐 角 主 值 最 小 的 复数 =. 

分 析 复数 可 与 复 平面 上 的 点 建立 起 一 一 对 应 关系 , 故 可 将 复数 问题 同 构 映 射 为 复 平 
面 上 点 的 问题 : 复 平面 上 有 一 个 以 25i 为 圆心 ,以 20 为 半径 的 圆 P ,OT 为 在 第 一 象限 内 圆 忆 
的 切线 ,T 为 切 点 ,0 为 原点 . 求 工 点 所 表示 的 复数 . 

利用 解析 几何 的 知识 可 算得 工 =12 十 9i, 即 满足 条 件 的 辐 角 主 值 最 小 的 复数 是 12 十 9i. 
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三 、RMI 方 法 

通过 寻求 合适 的 映射 实现 问题 化 归 的 方法 被 著名 数学 方法 论 专家 徐 利 治 教 授 科学 抽象 
为 关系 映射 反 演 方法 (或 关系 映射 反 演 原则 ) ,简称 RMI 方 法 (或 RMI 原则 ). 表 述 如 下 :给 定 
一 个 含有 目标 原 像 x 的 关系 结构 S ,如 果 能 找到 一 个 映射 了 ,将 S 映 入 或 映 满 S* , 则 可 从 S 
通过 一 定 的 数学 方法 把 目标 映像 y = 了 (xz) 确定 出 来 ,这 样 ,原来 的 问题 就 得 到 了 解决 .RMI 
方法 如 图 2.24 所 示 . 


Pa 
8 5 
(映射 ) 
六 二 
x y 
( 反 演 ) 
图 2.24 


简 而 言 之 ,RMI 方 法 的 全 过 程 表现 为 关系 结构 一 映射 一 定 映 一 反 演 一 得 解 . 

例 2.38 求 x = 二 437? X YY5.61 二 17.494. 

分 析 运用 对 数 计算 方法 可 解 , 实 际 上 就 是 RMI 方法 的 应 用 . 

映射 一 一 取 对 数 得 lgzx 一 2lg437 十 了 lg5.61 一 4lg17.49( 把 乘除 法 的 关系 结构 映射 为 加 
减法 的 关系 结构 ). 

定 映 一 一 计算 lgz =2 X 2.6405 二 2 X 0.7490 — 4 X 1.2428 =0.5595. 

反 演 一 一 取 反 对 数 得 x 一 3.6266. 

运用 RMI 方 法 时 ,重要 的 是 寻求 适当 的 映射 实现 由 未 知 ( 难 、 复 杂 ) 到 已 知 ( 易 、 简 单 ) 的 
化 归 . 

例 2.39 计算 (WW3 一 D*. 

分 析 这 里 直接 计算 比较 麻烦 .车 把 复数 V3 一 i 映射 成 三 角 式 ,那么 用 棣 莫 弗 公式 计算 
它 的 六 次 方 就 比较 简单 ,然后 把 结果 反 演 成 代数 形式 ,问题 便 得 到 解决 . 


6 
由 于 V3 一 i 区 5 十 isin 到 (2eos 上 2isin 下 64(cosr 十 isinr) 64. 
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所 以 (V3 一 让 一 一 64. 


例 2.40 求 作 AABC 的 内 接 正 方形 . 

分 析 ”本题 直接 在 AAABC 内 作 正 方形 是 很 难 的 .我 们 先 通过 
“位 似 ”变换 ,使 其 映射 到 另 一 个 三 角形 中 解决 , 则 很 方便 .如 图 2.25 
所 示 , 以 BC 为 边 向 外 作 正 方形 BQ'R'C( 映 射 ), 连 结 AQ' AR“ 交 
BC 于 QR(Q'R' 反 演 成 QR), 以 QR 为 边 在 人 ABC 内 作 正 方形 
PQRS ,该 正方 形 为 所 求 ( 证 明 从 略 ). 

例 2.41 证 明 三 角形 的 外 心 .重心 . 垂 心 三 点 共 线 . 

分 析 ”本题 用 几何 方法 直接 证 明 较 难 , 可 采用 坐标 法 解决 .选择 
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适当 的 坐标 系 , 把 原 问题 中 的 点 、 线 间 的 几何 关系 映射 成 代数 关系 ,然后 利用 代数 关系 证 明 
外 心 人 \ 垂 心 满 足 共 线 的 代数 条 件 , 最 后 把 代数 关系 反 演 , 便 知 外 心 ,重心 、 垂 心 共 线 . 

G\ 昌 分 别 为 人 ABC 的 外 心 、 重 心 、 垂 心 ,如 图 2.26 
eed ete 样 就 把 原 题 中 的 一 个 点 映射 成 
一 个 有 序 实数 对 (zx ,y), 一 条 直线 映射 成 一 个 二 元 一 次 
i 


这 个 代数 关系 反 演 回 几 何 问题 中 , 便 是 PG、H 三 点 共 线 . 

因为 人 ABC 是 已 知 的 , 故 可 设 其 各 顶点 坐标 为 A(a ,0),B(b,0),C(0,c). 

这 样 可 求 得 AB、BC 的 中 点 EE 及 F 的 坐标 ,并 可 求 得 直线 CH .CE、PE、AH 、PF、AF 的 
方程 ,从 而 可 求 得 P.G、H 的 坐标 ,并 证 得 @ 成 立 , 问 题 便 可 解决 . 

例 2.42 已 知 半圆 的 直径 AB 长 为 2r, 半 圆 外 的 直线 :与 BA 的 延长 线 垂直 , 垂 足 为 工 . 


14T|=2 (24 < 二 半圆 上 有 相 异 两 点 M .N ,它们 与 直线 ! 的 距离 | MP| 、| NQ | 满足 条 


fe Bl [AM INQ|= |AN |. 求 证 :| AM | 十 |AN|= |AB|. 
分 析 ”建立 极 坐 标 系 ,如 图 2.27 所 示 ,A 为 极点 , 则 M、 
N 所 在 的 半圆 的 方程 为 p =2rcosg ,MN 所 在 的 抛物 线 方程 


2 i 为 pcosg 十 2a ==p ,消去 cosg 得 p? 一 2rp 十 4rp = 二 0. 由 韦 达 定理 
ps 得 pi 十 p: =2r, 故 |AM| 二 |ANI=|4B1|. 
六 bd 从 例 2.41 和 例 2.42 的 解 题 方法 容易 看 出 ,其 关键 在 于 通 


4 ” “过 建立 欧 氏 平面 S 到 有 序 实数 对 集合 上 的 喘 射 ,把 几何 问题 
图 2.27 转化 成 了 代数 (计算 ) 问 题 .这 种 化 归 方 法 就 是 解析 法 ,解析 
法 已 具 模 型 化 ,可 用 以 解决 相当 广泛 的 一 类 问题 . 
习 题 二 
1. 已 知 m? 十 m 一 1==0, 求 代数 式 mi 十 2m? 一 2018 的 值 . 
2. 解 方程 sinz 十 cosz 十 sin2zx 一 1. 
和 
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已 知 |a | 二 1,15| 二 1,|c| 过 1, 求 证 :abc 十 2 之 a 十 b 十 c 站 
. 如 图 2.28 所 示 ,在 四 边 形 ABCD 中 ,已 知 AB : BC : CD : DA =2: 4 
2:3:1, 且 ZB 二 90", 求 <DAB 的 度数 . 
© 


给 定 实数 wa 关 0 且 a 去 1, 设 本 数 y 一 二 二 [其 hz ER 且 z 沽 二]， 图 228 
证 明 ,经 过 这 个 函数 图 象 上 任意 两 个 不 同 点 的 直线 不 平行 于 x 轴 


a 
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6. 一 条 路 上 共有 9 个 路 灯 , 为 节约 用 电 , 拟 关闭 其 中 3 个 ,要 求 两 端的 路 灯 不 能 关闭 , 任 
意 两 个 相 邻 的 路 灯 不 能 同时 关闭 , 求 关闭 路 灯 的 方法 总 数 . 

7. 甲乙 两 名 同学 在 同一 道路 上 从 相距 5km 的 A、B 两 地 同 向 而 行 , 甲 的 速度 为 5km/h， 
乙 的 速度 为 3km/h, 甲 带 着 一 条 狗 , 当 甲 追 乙 时 , 狗 先 追 上 乙 ,再 返回 遇 上 甲 , 又 返回 追 上 乙 ， 
直至 甲 追 上 乙 为 止 ,已 知 狗 的 速度 为 Rs 


8. 等 差 数 列 (4) 和 10。} 的 前 项 和 分 别 用 S, 和 了, 表示 , 若 关 一 了 求 Im 名 的 值 
9. 已 知 za 和 二 ms gm, ,Rim tm 二 ms 二 mim2m 3s. 


10. 下 面 是 按 一 定 规律 排列 的 一 列 数 . 


第 1 个 数 二 一 (1+ 卫 让， 
ve ( 4 本 外 下 
| 


1 一 谍 (一 了 (一 I (— 1)*”1 
个 数 ， | | | oo | 
第 nn 个 数 :7 I @ tH jh + 3 | 人 | | + Dh | 


求 在 第 10 个 数 、. 第 11 个 数 、 第 12 个 数 . 第 13 个 数 中 最 大 的 数 . 
11. 如 图 2.29 所 示 ,AB 是 半圆 O 的 直径 ,C 为 半圆 上 一 点 ,N 是 线段 BC 上 一 点 (不 与 B、 
C 重合 ) ,过 N 点 作 AB 的 垂 线 交 AB 于 M, 交 AC 的 延长 线 于 EE, 过 C 点 作 半 圆 O 的 切线 交 


EM 于 F. 
E 
CS A 
227 ~ 人 、 
各 Om? Be C 


图 2.29 图 2.30 


(1) 求证 :AACO ANCF; 

(2) 车 NC : CF ==3 : 2, 求 sinB 的 值 . 

12. 已 知 f(z)==lg(z 十 1),g (zx) 二 2lg(2z 十 1)(t € R, 是 参数 ). 

(1) 当 t = 一 1 时 , 解 不 等 式 f(x) 过 g(x); 

(2) 如 果 当 z E [0,1] 时 ,f(x) 三 g(x) 恒 成 立 , 求 参数 1 的 取 值 范围 . 

13. 已 知 等 腰 和 人 ABC 中 ,AB 一 AC 一 4, 了 BAC 一 120", 点 P 是 BC 边 上 一 个 动 点 ,如 
图 2.30 所 示 , 设 点 P 到 点 A 的 距离 是 zx ,点 P 到 边 AB 的 距离 PD ==y, 求 z 十 y 的 最 小 值 . 


流放 二 志 才 E= 1, 了 , 求 使 不 等 式 [ 计 】” 全) “”” 恒 成 立 的 x 的 取 值 范围 . 
15. (1) 已 知 pg 为 实数 ,并 且 e 二 p 二 g, 证 明 pr 记 g?; 
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(2) 已 知 正 实数 如 .4 满足 p" 一 g*, 且 p 二 1, 证 明 p 一 g. 

16. 如 图 2.31 所 示 ,图 2.31(a) 为 大 小 可 变化 的 三 棱锥 P 一 ABC. 

(1) 将 此 三 棱锥 沿 三 条 侧 棱 剪 开 , 假定 展开 图 刚好 是 一 个 直角 梯形 P,P;P;A, 如 
图 2.31(b) 所 示 . 求 证 : 侧 棱 PB | AC; 

(2) 由 (1) 的 条 件 和 结论 , 若 三 棱锥 中 PA =AC,PB ==2, 求 侧面 PAC 与 底面 ABC 所 成 
角 的 角度 . 

17. 如 图 2.32 所 示 ,在 五 棱锥 P 一 ABCDE 中 ,PA =AB =AE =2a,PB=PE=2V2a， 
BC=DE=a,ZEAB=/AABC= /ADEA =90°. 

(1) 求证 :PA | 平面 ABCDE; 

(2) 求 二 面 角 A 一 PD 一 E 的 大 小 ; 

(3) 求 点 C 到 平面 PDE 的 距离 . 


源 
到 六 
E 
€ Pp © Ps D 
(a) (b) 3 
图 2.31 图 2.32 


18. 已 知 双 遇 线 工 -总 -16 > 0) 的 左右 焦点 分 别 为 F, .Fs ,直线 ! 过 Fs 上 与 双 曲 线 
交 于 A、B 两 点 . 


(1) 若 直线 1 的 倾斜 角 为 了 ,AF1AB 是 等 边 三 角形 , 求 双 曲线 的 渐 近 线 方程 ; 


(2) 设 5 一 V3 , 若 直线 1/ 斜率 存在 ,是 (FiA 十 FsA】 .。A 方 一 0, 求 直线 1 的 斜率 . 

19. 把 AABC 的 各 边 n 等 份 ,过 各 分 点 分 别 作 各 边 的 平行 线 ,得 到 一 些 由 三 角形 的 边 和 
这 些 平行 线 所 组 成 的 平行 四 边 形 , 试 计算 这 些 平行 四 边 形 的 个 数 . 

20. 设 A .B.C 是 平面 上 的 任意 三 个 整 点 ( 即 坐 标 都 是 整数 的 点 ) ,求证 :AABC 不 是 正 
三 角形 . 

21. 在 直角 坐标 系 中 ,O 为 坐标 原点 , 设 直 线 1 经 过 点 P(3,W2), 且 与 x 轴 交 于 点 下 (2,0). 

(1) 求 直线 1 的 方程 ; 

(2) 如 果 一 个 椭圆 经 过 点 P, 且 以 点 下 为 它 的 一 个 焦点 , 求 椭圆 的 标准 方程 ; 

(3) 车 在 (1) 、(2) 的 情况 下 , 设 直线 / 与 椭圆 的 另 一 个 交点 为 Q, 且 PM =) PQ, 当 
10M | 最 小 时 , 求 的 对 应 值 . 


类 比 是 一 个 伟大 的 引路 人 . 
一 一 [ 美 ] 乔 治 。 波 利 亚 (1887 一 1985) 


每 当 理智 缺乏 可 靠 论证 的 思路 时 ,类 上 比 这 个 方法 往往 能 指引 我 们 前 进 . 
一 一 [ 德 ] 伊 曼 努 尔 。 康 德 (1724 一 1804) 
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类 比 是 科学 研究 常用 的 方法 之 一 ,也 是 一 种 重要 的 推理 方式 ,是 人 们 认识 新 事物 或 科学 
新 发 现 的 一 种 重要 的 创新 思维 方法 .类 比 不 同 于 演绎 和 归纳 , 它 是 从 一 个 对 象 的 特殊 知识 过 
渡 到 另 一 个 对 象 的 特殊 知识 .可 见 , 它 缺乏 逻辑 上 的 严格 性 和 充足 的 理由 , 带 有 假定 和 猜测 
的 色彩 .因此 , 它 所 推出 的 结论 带 有 或 然 性 . 正 是 由 于 类 比 是 一 种 或 然 性 推理 ,是 一 种 富 于 猜 
测 、 想 象 和 创造 的 重要 的 思维 方法 ,许多 重要 研究 成 果 的 产生 都 是 基于 成 功 地 运用 了 类 比 的 
方法 .而 且 , 从 某 种 意义 上 来 讲 , 类 比 的 猜测 和 想象 的 成 分 越 大 , 发 现 和 创造 的 潜在 机 会 就 
越 多 . 

数学 解 题 与 数学 发 现 一 样 , 经 常会 利用 类 比 的 方法 探测 问题 的 求解 方向 ,或 是 对 有 关 问 
题 的 结论 或 解决 方法 先行 猜想 ,然后 再 设法 证 明 或 否定 猜想 ,进而 达到 解决 问题 的 目的 . 


第 一 节 类比 的 思维 方式 


在 西方 ,类 比 (analogy) 的 含义 为 “ 按 比率 ”或 “比例 ”. 古 希腊 数学 家 用 类 比 表 示 相 似 图 象 
的 比例 关系 .而 在 中 国 ,最 早出 现 类 比 的 影子 是 在 古代 文学 中 ,如 常常 用 “ 壁 "或 “类 ”等 词语 表 
示 相 类 似 ,也 就 是 现在 认为 的 “比喻 .黑子 是 我 国 最 早 曾 述 类 比 的 思想 家 .他 首先 提出 “ 明 故 ” 
和 *“ 察 类 ”这 两 个 词 , 其 中 明 故 是 指明 确 事物 发 生 的 原因 、 条 件 , 而 察 类 是 指 观 察 比较 事物 间 的 
相似 性 ,之 后 他 又 提出 “以 故 生 , 以 理 长 ,以 类 行 ”的 推理 原理 , 即 要 根据 事物 的 原因 和 条 件 ， 
按照 一 定 的 准则 和 事物 的 相似 性 进行 推理 . 

类 比 ( 即 类 比 推理 ) 是 由 两 个 对 象 的 某 些 相同 或 相似 的 性 质 , 推 断 它们 在 其 他 性 质 上 也 
有 可 能 相同 或 相似 的 一 种 推理 形式 .类 比 要 求人 们 把 陌生 的 对 象 同 熟悉 的 对 象 联系 起 来 ,把 
未 知 的 东西 与 已 知 的 东西 联系 起 来 , 异 中 求 同 , 同 中 求 异 ,从 而 推出 新 知识 . 

例 3.1 如 图 3.1 所 示 , 一 直线 交 四 边 形 ABCD 各 边 AB、BC 、CD 、DA 或 其 延长 线 于 EE、 


AE Byp we DN 
ed 
PG:H, 则 EB FC GD HA 
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分 析 ”此 例 中 条 件 和 结论 都 类 似 于 梅 氏 定理 ,由 此 考虑 将 梅 氏 定 二 
理 的 证 明 方法 用 于 此 例 .连结 BD , 交 HF 于 点 0, 在 八 ABD 和 和 ABCD 
中 ,分别 使 用 梅 氏 定理 可 得 
4E .BO.DH_| DO .BF .cc B 
EB OD HA OB FC GD 
两 式 相 乘 即 得 所 证 结论 . 
一 般 地 ,按照 类 比 关系 的 不 同 , 类 比 可 分 为 简单 并 存 类 比 、 因 果 类 比 、 对 称 类 比 、 协 变 类 
比 \ 综 合 类 比 ;按照 类 比 对 象 的 不 同 , 类 比 可 分 为 普遍 性 类 比 ,个 别 性 类 比 、 特 殊 性 类 比 ;按照 
类 比 内 容 的 不 同 ,类 比 可 分 为 性 质 类 比 、 关 系 类 比 、 条 件 类 比 ;按照 类 比 思维 方向 的 不 同 , 类 
比 可 分 为 单 向 类 比 、 双 向 类 比 、 多 向 类 比 等 . 
影响 类 比 的 因素 比较 多 ,从 客观 上 来 看 ,问题 内 容 、 结 构 和 情境 之 间 的 相似 性 影响 类 比 
的 进程 .有 学 者 曾 通 过 对 代数 应 用 题解 决 的 类 比 迁 移 研究 ,将 两 个 问题 间 的 类 比分 为 同形 同 
型 问题 ,同形 异型 问题 ,异形 同型 问题 ,并 指出 不 同 的 相似 关系 导致 了 不 同 的 迁移 过 程 .从 主 
观 上 来 看 ,每 个 人 的 知识 经 验 ,动机 和 能 力也 影响 类 比 思维 的 发 生 和 发 展 . 


例 3.2 在 证 明了 不 等 式 : 若 < 之 0,a 十 1 则 (e+ 二] Ce 到 (21 ;) 
之 后 ,可 以 类 比 猜 测 下 述 不 等 式 成 立 . 
分 析 车 awbc 之 0a +6+e=1, 则 (e+ 二 ]( | FJ | 1 > | 3). 


b 
若 ws.scd 之 0a 十 0 十 c 十 d nl + 十] (01 (1 1)(a >(41 1). 


在 它们 得 到 证 实 后 ,又 可 以 继续 归纳 猜测 一 般 不 等 式 成 立 : 
车 ai; 汪 0Gi =1,2,…sn), 且 41 十 az 十 一 十 as = 二 1, 则 


1 1 1 Ur 

( 问世 二 人 j= 3 
类 比 是 富 于 创造 性 的 思维 方法 , 它 能 够 开阔 解 题 者 的 视野 ,造成 丰富 的 联想 ,开拓 解 题 
思路 ,使 人 们 往往 能 够 在 百 思 不 得 其 解 的 情况 下 ,从 某 个 可 类 比 题 型 或 结论 上 获得 启示 , 探 
索 解 题 的 快捷 途径 .“ 在 求解 一 个 问题 时 ,如 果 能 成 功 地 发 现 一 个 比较 简单 的 类 比 问 题 , 我 们 
会 认为 自己 运气 不 错 ”, 在 (怎样 解 题 表 》 中 , 波 利 亚 反 复 强 调 这 种 思考 策略 ,“ 你 以 前 见 过 它 
吗 ? 你 是 否 见 过 相同 的 问题 而 形式 稍 有 不 同 ? 你 是 否 知 道 与 此 有 关 的 问题 …… 这 里 有 一 
个 与 你 现在 的 问题 有 关 , 且 早已 解决 的 问题 .你 能 不 能 利用 它 ? 你 能 利用 它 的 结果 吗 ? 你 能 
利用 它 的 方法 吗 …… 如 果 你 不 能 解决 所 提出 的 问题 ,可 先 解 决 一 个 与 此 有 关 的 问题 .你 能 不 
能 想 出 一 个 更 容易 着 手 的 有 关 问 题 ? 一 个 更 普遍 的 问题 ? 一 个 更 特殊 的 问题 ? 一 个 类 比 的 
问题 …… ” 波 利 亚 举例 说 明了 在 求解 所 提出 的 问题 的 过 程 中 ,我 们 经 常 可 以 利用 一 个 较 简 
单 的 类 比 问题 的 解答 方法 或 者 它 的 结果 ,或 者 可 能 两 者 同时 利用 .但 是 类 比 问题 的 解 可 能 不 
能 直接 用 于 我 们 目前 的 问题 “需要 我 们 去 重新 考虑 解答 ,去 改变 它 ,修改 它 , 直 到 我 们 在 试 

过 解答 的 各 种 形式 之 后 ,终于 找到 一 个 可 拓 广 到 我 们 原来 的 问题 为 止 ”. 

运用 类 比 法 解决 数学 问题 的 基本 过 程 如 图 3.2 所 示 . 
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原 问题 | 类比 。。| 类 比 问题 


[所 法 |。 生生。 [类 比 问题 的 解法 
图 3.2 


应 用 类 比 法 解 题 ,关键 在 于 发 现 两 个 问题 间 的 相似 性 质 ,因此 ,观察 与 联想 是 类 比 的 基础 . 
例 3.3 设 F, .F， 是 酉 国 C: 斑 十 六 二 1a 6b 二 0) 的 左 .有 两 焦点 ,已 知 椭 加 具有 的 性 


质 是 ; 若 M.N 是 C 上 关于 原点 对 称 的 两 点 ,点 已 是 C 上 任意 一 点 , 当 直线 PM .PN 斜率 都 存 
在 ,并 记 为 Am kpw 时 ,km 与 kw 之 积 是 与 点 位 置 无 关 的 定 值 . 试 对 双 册 线 一 上 5 一 1 写 


出 具有 类 似 特点 的 性 质 ,并 加 以 证 明 . 
分 析 ”这 是 一 道上 海 市 的 高 考题 . 题 干 中 提 到 的 双 曲 线 与 椭圆 间 的 类 比 属于 一 种 性 质 类 
比 , 即 已 知 命题 A, 通 过 类 比 ,得 出 与 命题 A 性 质 相似 的 命题 B. 这 是 数学 发 现 的 一 个 重要 途径 . 
在 本 题 中 , 双 曲 线 荆 一 汉 一 1 类 似 的 性 质 : 若 M AN 是 双 曲线 二 一 去 一 1 上 关于 原点 对 
称 的 两 点 ,点 是 双 曲 线 上 任意 一 点 , 当 直 线 PM .PN 斜率 都 存在 ,并 记 为 kpw Anw 时 , 则 
kpw 与 pw 之 积 是 与 点 P 位 置 无 关 的 定 值 . 


n? 


b? 


2 
设 M(lm,n),N( 一 m， nn), 目 2; 1, 又 设 P(z,y), 则 
a 


nd 不全 32 —n? 
。 和 


kpm * kpN 


Tm TTm x? —m 


y We OR 2 有 有 b? 
将 y 下 bon i 0? 代入 ,得 kpm "AP — Oa: 


综 上 所 述 ,在 数学 解 题 过 程 中 , 当 我 们 的 思维 遇 到 障碍 时 ,运用 类 比 推理 ,往往 能 实现 知 
识 的 正 迁 移 , 将 已 学 过 的 知识 或 已 掌握 的 解 题 方 法 迁移 过 来 ,使 问题 得 以 突破 ,然而 ,类 比 是 
一 种 主观 的 不 充分 的 似 真 推理 ,因此 ,要 确认 其 猜想 的 正确 性 ,还 需 经 过 严格 的 逻辑 论证 .在 
中 学 数学 解 题 中 ,常用 的 类 比方 法 主要 有 基本 题 型 结构 的 类 比 、 方 法 技巧 的 类 比 、 空 间 与 平 
面 的 类 比 、 抽 象 与 具体 的 类 比 以 及 跨 学 科 的 类 比 等 . 
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结构 类 比 是 运用 类 比 法 解 题 的 一 种 重要 的 、 常 用 的 方法 .所 谓 基本 题 型 结构 , 指 的 是 一 
些 最 基本 的 、 广 为 熟悉 的 简单 题目 ,这 些 题目 可 以 是 公式 、 定 理 ,也 可 以 是 一 些 常 见 常用 的 题 
型 .诸如 : 四 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ; @ 勾 股 定理 及 其 逆 定 理 ; @ 二 倍 角 的 正切 公式 ; 
@ 数 列 的 特殊 结构 及 其 内 在 的 周期 规律 ;等 等 . 某 些 待 解决 的 问题 没有 现成 的 类 比 物 ,但 可 
通过 观察 ,凭借 结构 上 的 相似 性 等 寻找 类 比 问题 ,然后 可 通过 适当 的 代 换 ,将 原 问 题 转化 为 
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类 比 问题 解决 . 


例 3.4 设 a 二 0,5 二 0,c 二 0, 求证 : 


a:—ab+tb’: Vb 一 bc 二 cc 和 宇 
分 析 


a? 二 Tac+tc?. 
a 一 qb 十 ,6 一 bc 十 c* wa? 十 ac 十 c 与 余弦 定理 的 表达 式 结构 相似 ,联想 到 用 
余弦 定理 构造 三 角形 .而 
a’—ab++b’=a’—2abcos60°++b’, 
82 一 pc 十 c2 一 02 一 2bccos60" 十 c2， 
a 二 Tac 二 ce’ =a’—2accosl20°+e?. 
于 是 构造 出 以 a .2 为 两 边 , 夹 角 为 60" 的 三 角形 ;以 5 ec 为 两 


边 , 夹 角 为 60" 的 三 角形 :以 a.c 为 两 边 , 夹 角 为 120 的 三 角形 .此 是 
即 转化 为 三 角形 三 边 之 间 的 关系 问题 ,如 图 3.3 所 示 . EE Sc 


图 3.3 
BD=Va’ —2abcos60°+b’: =Va:—abt+b’, 
DC b? —2bccos60" 十 c 一 V 久 一 pc 十 c， 
BC=Va’—2accosl20°+ ec’ 一 Ve 十 ac 十 c 


而 在 人 BDC 中 BD 十 DC > BC , 故 


lr 


a wbe de Sa tact 
若 DD 在 BC 上 ,显然 BD 十 DC 二 BC, 故 
a —abt+b’ +Vb:—bcte Va 十 ac 十 ec 


例 3.5 设 函 数 f(z) > 二 后" 利用 推导 等 差 数列 前 n 项 和 公式 的 方法 , 可 求 得 
(一 ) 十 … 十 (0) 十 … 十 A(5) 十 (6) 的 值 为 多 少 ? 
分 析 ”要 解决 这 道 题 应 想到 等 差 数列 前 ”项 和 的 推导 方法 (倒序 相 加 法 ) ,然后 大 胆 合 


理 地 猜想 ,得 出 f(x) 十 f(1 一 x) 是 一 个 定 值 ,从 而 解决 此 问题 . 
事实 上 ， 


了 工 ?> 
六 (过 一 2 ， 
2= 十 V2 2 十 M2 2+V2 2 2 十 V2 


了 
下 二 
V2 V2 二 a 
所 以 fz 十 0 一 +) 二 一 于 一 一 字 . 即 f(x) 十 f(1 一 zx) 是 一 个 定 值 .再 设 所 求 和 式 的 
2* 二 2 2 
值 为 $, 则 2S 一 人 


X12, 故 S=3V2， 
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Fa Fo . 则 恒等式 了 二名 二 人 二 失 一 


0 Ne fe 一 Fa 十 六 jc 十 dg) 


Je 十 d 十 FGO 二 co) ，、、、 
ji 一 7G@ 二 OFG 二 5 必 成 立 
分 析 ” 待 证 恒等式 的 两 端 表现 出 来 的 结构 特征 相似 ,差异 仅 是 6 与 4 的 位 置 不 同 . 若 将 

左 端的 5 和 d 对 调 , 便 是 右 端 .所 以 ,可 知 此 式 与 5、d 的 位 置 无 关 , 结 合 条 件 , 用 整体 的 思想 可 

获得 简洁 的 解法 . 

pe | f(z) +f(y) 

事实 上 ,由 f(zx + 1 — pF 
flat+b)++f(ct+d) 
1 二 Fo 十 六 jc 十 d) 
Ft 
1— f(ata)f te) 

所 以 , 原 恒等式 成 立 . 

例 3.7 任意 给 定 7 个 实数 xz;(k ==1,2,…,7) ,证 明 其 中 必 有 两 个 数 z; zi 天 7 满足 


不 等 式 0 过 三 


可 得 


(nT 和 4 od)s 


i 


本 se 
LE V3 

分 析 阁 任意 给 定 7 个 实数 中 有 两 个 数 相等 ,结论 是 成 立 的 . 若 7 个 实数 都 不 相等 , 则 我 
们 难以 进行 下 一 步 的 分 析 . 但 我 们 可 以 发 现 开 与 两 角 差 的 正切 公式 在 结构 上 很 相似 ， 
由 此 可 以 选择 后 者 作为 类 比 对 象 ,并 进行 适当 的 代 换 . 


不 妨 令 zx, 一 tanar Ck 一 1,2,…,7) ,ar E [一 至. 于 


Ne 


: 则 原 命题 可 以 转化 为 证 明 存在 两 个 


柱 浊 


实数 a; .oj € [到 下 ,满足 0 过 tan(a; 一 aj) 过 


于- 


由 抽 慑 原则 可 知 .as 中 必 有 4 个 在 | "到 je ,不 妨 设 有 4 个 在 | "了 中 .注意 


到 tan0 二 0,tan 今 , 而 在 |0， $F ) 内 :anz 是 增 函 数 , 故 只 需要 证 明 存 在 a;\aj ,使 0 二 a; 一 


可 = 让 0; 证 | 筷 , 革 和 [十 过 ; 
邮 芯 归 即 可 .为 此 将 | "到 分 成 三 个 区 间 :| < .| 5) .| -又 由 抽 民 原则 可 知 ， 


4 个 ax 中 至 少 有 2 个 (不 妨 设 为 ci wj ) 同 在 某 一 个 区 间 , 设 a; 二 aj,; 则 0 二 ai 一 aj 过 忆 , 故 


0< tan(a; —a; < 记 .这 样 与 之 相对 应 的 zx; = tana; ,zj 一 tana; i 
» y ji E Te Gy 
例 3.8 设 z E R,a 为 正常 数 , 且 f(x) 满足 f(z ++a) 一 J 一 Fcz) 
函数 . 

分 析 要 证 明 f(x) 为 周期 函数 ,只 能 从 文中 的 定义 来 找 , 但 题 中 并 没有 提 及 周期 函数 . 


.求证 :f(z ) 是 周期 
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1— tanz 
1 十 tanz 


观察 题目 的 结构 ,联想 到 所 给 式 子 与 un( 王 +z]- 类 似 , 而 tanz 的 最 小 周期 为 


r 一 于 X4, 可 猜想 f(x) 的 周期 为 4a ,于 是 有 如 下 证 明 . 
pp 1 
J ey 1 -ft Wn = 
1—/(x) 
fl(4a+z)=f[2a+t (2a+z)] = 一 -一 一 -Ac)， 
(ee 
又 因为 a 二 0, 所 以 f(z ) 为 周期 函数 ,4a 为 f(z ) 的 一 个 周期 . 
> sinl sinl sinl 
例 319 求 正 0 本 coslcos2 cos(n — 1)cosn I 
1 i 1 1 1 
分 析 此 题 左 式 与 3 十 .3 十 er 的 结构 相似 i 
b | $+ 攻 i 1 n 
n(n 二 1) @ 3 GB EF 浊 n 区 十 1 1 n 十 1 771" 用 类 比 数值 的 
拆 项 求 和 法 进行 拆 分 .由 于 
sin]l sin[m 一 (2 一 1)] sinncos(n—1)— cosnsin(n—1) 本 
cos(n 一 1)cosn cos(n 一 1)cosn cos(n — 1)cosn 有 
sinl sinl _.. sinl pe a 
a a (tanl 一 tan0) 十 (tan2 一 tanl) 二 H+ [tan 


tan(n —1)]= tann. 
例 3.10 设 x、y、z 均 为 实数 ,zx 十 y 十 z= 二 zyz, 求 证 : 
2 2y 2z 8zyzx 
1 一 zx? 1 一 内 1 一 z2 (1 一 z2)(1 一 y2)(1 一 =2) 
分 析 已 知 等 式 和 要 求证 的 等 式 分 别 是 三 项 和 与 三 项 积 ,表现 出 一 种 和 谐 性 ,观察 后 可 
将 于 与 tan2a 一 进行 类 比 . 
于 是 想到 ,是 否 可 以 用 AABC 中 的 等 式 z ==tanA ,y 二 tanB ,z 二 tanC 解决 问题 ? 进 一 
步 分 析 题 设 与 结论 ,可 以 发 现 :只 要 令 
tanA 十 tanB + tanC 一 tanAtanBtanC ， 
此 题 就 不 难 解决 了 .由 于 工 十 y 十 = 一 Zyz, 于 是 就 有 
tanA 二 tanB 十 tanC 一 tanAtanBtanC ， 


即 化 为 tanA 十 tanB ==tanA tanBtanC 一 tanC ,从 而 有 


tanA 十 tanB 


和 1 一 tanAtanB- 


也 就 是 一 tanC = 一 tan(A 十 B), 因 此 有 A 十 B= 一 kx 一 C, 即 A 十 B 十 C 一 kx(k € 2), 所 以 
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2A 十 2B 二 2kx 一 2C. 再 利用 两 角 和 的 正切 公式 得 
tan2A 二 tan2B 十 tan2C =tan2Atan2Btan2C， 
由 二 倍 角 公式 有 


2tanA 2tanB 2tanC 2tanA 2tanB 2tanC 
1 一 tan2A 1 一 tan2B 1 一 tan2C 1—tamA 1 一 tan2B 1 一 tan2C” 


即 


2 2y 2z 8zyz 
Ue 1L— IT— ‘C—O —y I 


本 题 是 从 结构 的 相似 性 进行 类 比 ,条 件 与 结论 均 有 对 象 与 其 相似 ,其 实 tanA 十 tanB 十 
tanC 二 tanA tanBtanC 的 充分 条 件 是 A 十 B 十 C=kx(k € Z). 
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在 长 期 的 解 题 实践 中 ,每 个 人 都 积累 了 丰富 的 经 验 , 即 解 题 的 方法 与 技巧 .这 些 方法 与 
技巧 如 能 巧妙 地 迁移 使 用 到 合适 的 地 方 , 也 许 会 达到 很 好 的 效果 .方法 类 比 迁 移 是 用 熟悉 问 
题 的 解决 方法 解决 新 间 题 的 一 种 解 题 策略 .方法 类 比 迁 移 有 两 大 环节 :一 是 类 比 源 的 选取 ， 
即 搜寻 记忆 中 可 利用 的 解决 方法 或 可 利用 的 例子 ,以 确定 利用 哪个 原理 方法 解决 ;二 是 关系 
匹配 和 一 一 映射 , 即 把 目标 问题 与 源 问题 的 各 个 部 分 一 一 匹配 ,根据 匹配 产生 目标 问题 的 解 
决 方法 . 

例 3.11 如 图 3.4 所 示 , 小 圆圈 表示 网 络 的 结 点 , 结 点 之 间 的 连 
线 表示 它们 有 网 络 相连 , 连 线 标注 的 数字 表示 该 段 网 络 单位 时 间 内 
可 以 通过 的 最 大 信息 量 , 现 从 结 点 A 向 结 点 B 传递 信息 ,信息 可 以 
分 开 沿 不 同 的 路 线 同时 传递 , 求 单位 时 间 内 传递 的 最 大 信息 量 . 

分 析 很 多 人 看 不 懂 题 意 ,其 实用 类 比 思维 即 可 轻易 解决 , 即 只 
要 类 比 成 供水 系统 中 水 管 的 最 大 流速 问题 即 可 .结合 图 形 分 析 可 以 图 3.4 
看 到 , 自 上 而 下 ,单位 时 间 内 第 一 条 路 线 传递 的 最 大 信息 量 是 3, 第 二 条 路 线 传递 的 最 大 信息 
量 是 4, 第 三 条 路 线 传递 的 最 大 信息 量 是 6, 第 四 条 路 线 传递 的 最 大 信息 量 是 6. 因 为 3 十 
4 所 12,6 十 6 一 12, 由 加 法 原理 得 3 十 4 十 6 十 6 一 19. 

例 3.12 已 知 zx; 宇 0G== 1,2,…n) 且 zi 十 zz 十 … 十 xz， 二 1, 求证 :1 之 Vzi 十 Vzz 十 … 十 
i < 

分 析 ”本题 相对 比较 复杂 .可 以 首先 类 比 简单 命题 :已 知 zi 三 0,zs* 二 0,zi 十 zs 一 1， 
求证 :1 之 Vzi 十 Vzs 三 V2.” 尝 试 发 现 这 一 简单 命题 的 证 明 思 路 :由 2Vx1xs 三 x! 十 + 一 
1, 得 0 委 2Vzizs 委 1, 从 而 1 委 zi 十 zs 十 2Vzizs 委 2, 即 1 委 (Vzi 十 Vzs)2 委 2, 有 1 扫 
VT1 十 Vz2 三 V2. 再 迁移 到 更 一 般 的 多 元 情形 ,采用 相同 的 方法 ,使 得 原 命题 迎刃而解 . 
事实 上 ,由 基本 不 等 式 , 得 0 过 2Vrizz 委 z 十 zs, 故 
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0<2 肿 划一 


1<i<ji<n 


到 3 Vzizji Sn, 


lSi<j<n 


1 过 Vzri 二 Vrs 二 十 Vx, 二 Wn. 
a 
2= 十 VZ 
到 (DFT 二 OP7] , 且 点 已 的 横 符 标 为 二 
(1) 求证 :点 P 的 纵 坐 标 为 定 值 , 并 求 出 这 个 定 值 ; 
(2) 若 S， (E+) t+) E Ny), 求 S,. 


分 析 第 (1) 题 比 较 简单 .对 于 第 (2) 题 ,通过 对 S, 表达 式 特点 的 观察 与 分 析 , 可 以 发 现 
S, 求解 与 例 3.5 极其 相似 ,可 以 类 比 等 差 数 列 求 和 公式 的 推导 过 程 ,采用 倒序 相 加 法 (把 数 
列 正 着 写 和 倒 着 写 再 相 加 ) ,以 下 略 解 . 


) 因为 0 六 = 广 (OPY 十 OP%), 且 点 P 的 权 坐 标 为 六 ,所 以 P 是 PP 的 中 点 , 且 z; 十 


例 3.13” 设 函数 f(x) 二 的 图 象 上 有 两 点 Pi(zxi,y1)、Ps(zs,ys), 若 OF = 


271 2 
Za 一 1, 所 以 ,yi 十 y 1, 所 以 ,yz 一 工 
六 


(2) 由 (1) 可 知 ,zi 十 zs 1l,f(r)+f(zrs)=1,8 f(1)=2 7 
又 因为 s.=/ 人 |) 


四 十 四 得 


2S, = /GD1 | /| st 


2F(1) 十 1 十 1 十 … 十 1 一 2 十 3 一 2V2. 
(az 一 1) 个 
5 _ 机 填 一 轨 /2 
所 以 ,3 一 一 


例 3.14 如 图 3.5 所 示 ,AD、BE、CF 是 锐角 人 ABC 三 边 上 的 
高 ,ec 分 别 为 和 ZA、 人 人 B、 人 C 的 对 边 长 , 互 是 垂 心 且 AH ==m， 
ws i 突 abc 
Dl eu :求证 :二 * n + p mnp” 
分 析 ”这 是 平面 几何 中 的 一 道 难 题 , 先 用 平面 几何 的 方法 证 明 . 


思路 1 结论 可 转化 为 anp 十 bmp 十 cmn 二 abc ,由 Saagc 二 


abc a 


Lath 可 知 ,< .与 面积 有 关 , 可 用 面积 法 证 明 ， 


2 4R mn 
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anp bmp cmn abc 
4R a 4R 十 4R 4R 9 


结论 


(注意 要 证 明 SAaaac =SAnBsc + Sanac + Sanas.) 


问题 转化 为 只 需 证 明 @ 式 中 2 222 com 都 是 外 搂 加 半径 为 R 的 三 角形 的 面积 , 妈 


Ri 一 Rs 一 Rs 二 尺 .我 们 仅 分 析 其 一 ,其 余 可 类 推 . 

延长 HD 到 G 使 DG =HD 并 连结 BG、CG, 易 证 八 HBC 号 八 GBC. 由 三 条 高 知 ,人 1 = 
芝 2, 了 3 二 人 4, 于 是 证 得 人 BHC 十 人 BAC=180",ABGC 十 人 BAC=180", 因 此 A.、B.C、G 
四 点 共 圆 . 

所 以 人 HBC 的 外 接 圆 半径 等 于 AGBC 的 半径 , 即 R ==R. 

上 述 方法 具有 一 定 的 难度 ,不 易 想到 . 

思路 2 仔细 观察 联想 ,发 现 三 角 中 的 条 件 恒 等 式 


车 A 十 B 十 C=kx (k € 2), 则 tanA 十 tanB 十 tanC =tanAtanBtanC. 


与 待 证 式 极为 相似 .问题 可 转化 为 要 证 结论 只 需 证 各 、、 为 某 三 角形 的 三 内 角 的 正切 
即 可 . 


i BE BC x BE a 
因 AD | BC,BE | AC=>ABCE 0 AHE> AE AH nm tanA N= 7 
| b c a b 从 ubc na 
同 理 tanB :tanC .于 是 一 :+ 得 证 . 
n p m n p mnp 


一 道 相 当 难 的 问题 就 这 样 被 化 简 了 ,从 中 我 们 领略 到 不 同 解 题 技巧 类 比 的 强大 功能 . 

例 3.15 如 aiyaz,…'an 均 为 小 于 1 的 正 数 . 且 651,6s，,…,b, 是 它们 的 一 个 新 排列 , 那 
么 所 有 形 如 (1 一 aDb1.(1 一 a2)b2 (1 一 a,)b, 的 数 不 可 能 都 大 于 了 

分 析 这 种 一 般 性 的 问题 ,我 们 可 类 比 使 用 特殊 化 方法 探 路 . 

和 

当 nn = 二 1 时, (1 一 ai)ai at 十 ai (a 3 让 去 和 

为 使 用 这 一 结论 ,再 考虑 类 比 使 用 整体 思维 的 方法 . 

将 所 有 的 式 子 相 乘 ,得 


0<<(1 一 ai)0 (1 一 az)02…(1 一 an)0。 一 (1 一 ai)ai(1 ea aa, 全] 8 


假如 (1 一 ai)b; 二 TG | 


(1—aDbi(l ma)b2*…(l “00 > (二 9 


从 而 引出 矛盾 ,结论 得 证 . 
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第 四 节 ”空间 与 平面 的 类 比 


把 立体 几何 中 的 几何 知识 与 相关 的 平面 几何 知识 进行 类 比 ,是 实现 立体 几何 学 习 的 常 
用 方法 ,也 是 立体 几何 问题 解决 的 有 效 路 径 . 表 3.1 列 出 了 部 分 常见 的 立体 几何 命题 与 平面 


几何 命题 之 间 的 类 比 . 


表 3.1 立体 几何 与 平面 几何 之 间 的 命题 类 比 


立体 几何 中 的 命题 


平面 几何 中 的 命题 


(1) 不 在 同一 条 直线 上 的 三 点 确定 一 个 平面 . 


(1) 两 点 确定 一 条 直线 . 


(2) 平行 于 同一 平面 的 两 个 平面 互相 平行 . 即 若 
cy,8N7, 则 ap. 


(2) 平 行 于 同一 直线 的 两 条 直线 互相 平行 . 即 若 a// 
cb/e: 则 aNb. 


(3) 甲 :垂直 于 同一 直线 的 两 个 平面 互相 平行 . 
即 车 a 上 La,8 | a. 则 a/B. 

乙 :垂直 于 同一 平面 的 两 条 直线 互相 平行 . 即 若 
ala,b la, 则 a/b. 


(3) 垂直 于 同一 直线 的 两 条 直线 互相 平行 . 即 若 
ac c, 则 aNp. 


(4) 两 个 平行 平面 中 的 一 个 平行 于 第 三 个 平 
面 ,那么 另 一 个 也 平行 于 第 三 个 平面 . 即 若 a //B8， 
a/Y; 则 BNY. 


(4) 两 条 平行 直线 中 的 一 条 平行 于 第 三 条 直线 , 那 
么 另 一 条 也 平行 于 第 三 条 直线 . 即 车 a /5,a /ec, 则 
bhre. 


(5) 甲 :两 条 平行 直线 中 的 一 条 垂直 于 一 个 平 
面 ,那么 另 一 条 也 垂直 于 这 个 平面 . 即 车 a//b.a 上 
Qa: 则 5b | a. 

乙 : 两 个 平行 平面 中 的 一 个 垂直 于 第 三 个 平面 ， 
那么 另 一 个 也 垂直 于 第 三 个 平面 . 即 车 a//Bsa 上 
7y, 则 8 上 7. 


(5) 两 条 平行 直线 中 的 一 条 垂直 于 第 三 条 直线 , 那 
么 另 一 条 也 垂直 于 第 三 条 直线 . 即 若 a//b,a | ec， 
则 b 上 c. 


(6) 两 个 相交 平面 有 且 只 有 一 条 公共 直线 . 


(6) 两 条 相交 直线 有 且 只 有 一 个 公共 点 . 


(7) 甲 : 过 直线 外 一 点 有 且 只 有 一 个 平面 与 已 
知 直线 垂直 . 

乙 : 过 平面 外 一 点 有 且 只 有 一 条 直线 与 已 知 平 
面 垂直 . 


(7) 过 直线 外 一 点 有 且 只 有 一 条 直线 与 已 知 直线 
垂直 . 


(8) 过 平面 外 一 点 有 且 只 有 一 个 平面 与 已 知 平 
面 平行 . 


(8) 过 直线 外 一 点 有 且 只 有 一 条 直线 与 已 知 直线 
于 


(9) 正四 面体 内 任意 一 点 到 四 个 面 的 距离 之 和 
为 一 定 值 ( 即 这 个 正四 面体 的 高 ). 


(9) 等 边 三 角形 内 任意 一 点 到 三 边 的 距离 之 和 为 
一 定 值 ( 即 这 个 等 边 三 角形 的 高 ). 


(10) 三 棱锥 A 一 BCD 的 三 个 侧面 ABC 、ACD 、 
ADB 两 两 相互 垂直 , 则 有 Sagc 十 Sacp 十 


os 
SAADB 一 SABcp. 


(10) [ 勾 股 定理 ] 设 三 角形 ABC 的 边 AB | AC， 
则 有 AB: 十 AC: = BC?. 


(11) 两 个 相似 几何 体 的 体积 比 等 于 相似 比 的 


立方 . 


(11) 两 个 相似 图 形 的 面积 比 等 于 相似 比 的 平方 . 


54 数学 解 题 研究 一 一 数学 方法 论 的 视角 


续 表 
立体 几何 中 的 命题 平面 几何 中 的 命题 

(12) 平行 六 面体 的 四 条 对 角 线 相互 平分 . (12) 平行 四 边 形 的 对 角 线 相互 平分 . 

(13) 平行 六 面体 四 条 对 角 线 的 平方 和 等 于 各 | (13) 平行 四 边 形 对 角 线 的 平方 和 等 于 四 边 长 的 平 
棱 长 的 平方 和 . 方 和 . 

(14) 夹 在 两 个 平行 平面 间 的 平行 线段 相等 . (14) 夹 在 两 平行 线 间 的 平行 线段 相等 . 

(15) 正方 体 对 角 面 与 正方 体 一 面 所 截 二 面 角 
六 (15) 正方 形 一 条 对 角 线 与 一 条 边 所 成 角 为 十。 
一 。 

4 


注 : 设 a,b,c，,… 表示 直线 ;a,B,7,… 表示 平面 . 


例 3.16 求证 :正四 面体 内 任 一 点 到 各 面 的 距离 之 和 为 一 定 值 . 

分 析 平面 几何 中 证 过 正三 角形 内 任 一 点 到 各 边 的 距离 之 和 为 一 定 值 ,使 用 的 最 佳 证 
法 是 面积 法 ,类 比 联想 我 们 可 以 用 体积 法 进行 试探 . 

设 M 是 正四 面体 A 一 BCD 内 任 一 点 ,M 到 各 面 的 距离 分 别 设 为 di、d;、ds、d4, 各 面 的 
面积 设 为 5S, 正四 面体 A 一 BCD 的 高 设 为 ,体积 设 为 V, 则 


1 1 Ny! 1 
V= 了 diS 二 本 dsS 十 本 d3S 十 可 d4S 一 可 Sh， 
从 而 有 
2 


di 十 dz 十 ds 十 ds = h. 


例 3.17 ”在 平面 几何 里 ,可 以 得 出 正确 结论 :“ 正 三 角形 的 内 切 圆 半径 等 于 这 个 正三 角 
形 的 高 的 二 ,” 类 比 平面 几何 的 上 述 结论 ,请 写 出 并 证 明正 四 面体 的 内 切 球 半 径 与 这 个 正四 


面体 的 高 之 间 的 关系 . 
分 析 如 图 3.6 所 示 , 在 正三 角形 ABC 中 , 设 边 长 为 a, 高 为 h ,内 切 圆 半径 为 7 ,利用 分 
割 思想 可 得 


时 
SAaaBc 2 4 Saaso 十 SAaco 十 SAaco 一 3 义 2 or， 


所 以 > 一 于 1, 即 正三 角形 的 内 切 贺 半 径 等 于 这 个 正三 角形 的 高 的 于 


C 站 


人 小 
LN 


4 a B Ff 


图 3.6 图 3.7 


如 图 3.7 所 示 , 对 于 正四 面体 P 一 ABC . 设 高 为 ,每 个 侧面 面积 为 S, 内 切 球 半径 为 +， 
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同样 利用 分 割 思想 可 得 


1 LN 
Vp_AaBc 一 本 3 一 Vo_aac 二 Vo_pgc 十 Vo_pac 十 Vo_pa =4X ar 


所 以 > 一 了 , 即 正四 面体 的 内 切 球 半径 等 于 这 个 正四 面体 的 高 的 地 


例 3.18 如 图 3.8 所 示 , 过 四 面体 D 一 ABC 的 底面 上 任 一 点 O 分 别 作 OA1//DA ,OB1// 
DB,0C1//DC.A1 .Bi\C 分 别 是 所 作 直 线 与 侧面 的 交点 ,求证 :久生 十 凶 史 十 9 于 为 定 值 

分 析 ”基于 问题 的 本 质 ,把 立体 几何 中 的 四 面体 与 平面 中 的 三 角形 相 类 比 ,首先 探索 平 
面 三 角形 中 的 相关 问题 的 解法 .过 AABC( 底 ) 边 AB 上 任 一 点 0O 分 别 作 OA1//AC,0B1// 
BC ,分 别 交 BC AC 于 A .Bi ,看 看 全 生 十 全 是否 为 定 值 .这 个 问题 利用 相似 三 角形 很 容易 
推导 出 固定 值 1. 此 外 ,经 过 A.O 作 BC 垂 线 ,过 B.O 作 AC 垂 线 ,用 面积 法 也 不 难 证 明定 值 
为 1. 于 是 类 比 到 空间 图 形 ,也 可 结合 这 两 种 方法 证 明 其 定 值 为 1 

事实 上 ,如 图 3.9 所 示 , 设 平面 OA1DA 败 BC =M, 平 面 OB1,DB 由 AC=N, 平 面 
OCiDC NN AB =L, 则 和 人 MOA ww AMAD ,ANOB, Ww ANBD ,ALOC ?和信 LCD ,得 


OA! ,OB! ,OC!_OM ,ON ,OL 


DGE AM BN “CL: 


DA DB 


N 
a c 
和 x 7 
B 
图 3.9 


在 底面 和 ABC 中 ,由 于 AM、BN 、CL 交 于 一 点 O, 可 以 通过 O 作 垂 线 构造 相似 ,再 用 面积 


JM SAoac | SaAoc ,SS S OA . OB: .OC 
法 易 证 得 NM BN 十 CE 一 She tS tat SA 1 BDA + DB + Dc! 
例 3.19 已 知 台 体 上 .下 两 底面 的 面积 分 别 是 P,Q, 如 图 3.10 所 示 , 平 行 于 底面 的 截面 
到 上 ,下 两 底 的 距离 比 为 m:n, 求 此 截面 的 面积 . 
分 析 ”直接 计算 十 分 复杂 ,可 联想 类 比 平面 几何 相似 问题 的 方法 . 
不 难得 到 相似 的 平面 几何 问题 ;已 知 梯形 上 、 下 两 底 边 的 长 分 别 是 < 5, 夹 在 两 腰 之 间 


且 平 行 于 底 边 的 线段 到 上 .下 两 底 边 的 距离 之 比 为 m:n, 求 此 线段 的 长 .其 解法 如 下 . 
设 线段 长 为 x, 作 图 3.11, 又 设 和 EC 一 二 , 则 有 之 一 上 士 严 十 地 ,所 以 ; 
BH m a t 


mn 
a 


= 
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t+m 


na+mb 
mn 


又 因为 .所 以 z 一 [1+ 全 ]。 
a t 下 

那么 ,类 比 可 得 原 问题 的 解法 . 

如 图 3.10 所 示 , 设 锥 顶点 到 上 底 距 : S 截面 到 上 底 距 =t : m. 

Q (tmtn)’: VQ ttm 十 nn 所 以 守土 YQ—VP 即 ， (72 十 72) VP 

P 让 -EF t t VP 一 VE 


2 
又 因为 a ,所 以 YS ttm /s (+t) nyP 十 mvQ 
VP t t m+n 


所 以 S < | 

m+n 

例 3.20 ”空间 个 平面 最 多 能 把 空间 分 割 成 几 个 部 分 (每 部 分 不 重复 )? 

分 析 ”作为 一 道 立体 几何 探究 性 的 题 ,我 们 把 它 与 平面 几何 中 的 相关 问题 及 其 求解 相 
类 比 .由 于 考虑 的 是 “最 多 ”的 情况 ,因此 我 们 可 以 假设 这 个 平面 每 两 个 都 相交 ,而 不 必 考 
虑 平行 的 情况 ,但 是 问题 仍 难以 解决 .为 此 ,我 们 可 以 试 着 先 预测 结论 ,然后 根据 结论 寻找 问 
题 的 解决 途径 . 

第 一 步 ,寻找 一 个 类 比 对 象 . 

由 于 空间 与 平面 有 许多 可 供 类 比 的 内 容 , 而 平面 内 的 问题 一 般 又 较 空间 问题 简单 一 点 ， 
因而 我 们 采用 降 维 的 方法 ,到 平面 内 寻找 一 个 类 比 对 象 , 即 将 原 问 题 中 的 个 平面 (二 维 ) 降 
为 n 条 直线 (一 维 ) ,将 原 问题 中 所 求 “把 空间 分 成 几 个 部 分 ” 降 为 “把 平面 分 成 几 块 .这 样 ， 
下 述 问题 * 就 成 了 一 个 原 问题 的 类 比 对 象 . 

问题 ” 平面 内 nn 条 直线 ,最 多 可 把 平面 分 成 多 少 块 ? 

不 妨 设 平面 分 成 的 块 数 是 关于 n 条 直线 的 一 个 函数 f(n). 第 n 条 直线 可 以 被 前 (n 一 1) 条 
直线 分 为 n 段 , 而 每 一 段 将 它 所 在 的 平面 一 分 为 二 ,从 而 增加 了 个 平面 . 

大 2) 一 三 (2 一 1) 十 2 
nC— = 


因为 


f(3)=f(2) 十 3， 
f(2)=f(D) 十 2， 
f(D)=f00) +1. 
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和 十 远 斗 名 


各 等 式 左右 两 边 相 加 得 fx) 二 (0) 十 1 十 2 十 … 十 ,而 1(0) 二 1, 所 以 f(m)== 


第 二 步 ,对 两 个 类 比 对 象 进行 分 析 . 
问题 * 的 结论 是 我 们 所 熟知 的 , 即 平面 内 条 直线 最 多 能 把 平面 分 成 呈 十 2 十 2 个 平面 
块 ,那么 由 此 如 何 预测 原 问题 的 结论 呢 ? 试 把 原 问题 和 问题 : 作 比较 ,如 表 3.2 所 示 . 


表 3.2 平面 分 空间 和 直线 分 平面 的 对 比 


问题 * n 条 直线 分 割 平面 分 天 所 息 央 生 
本 9 J = (的 二 次 式 ) 
n 个 平面 空 

Ey 和 ey 分 割 所 得 部 分 数 ? 
CD (三 维 ) 


第 三 步 ,建立 猜想 . 
经 过 表 中 两 个 类 比 对 象 的 维 数 的 比较 ,我 们 不 难 作出 这 样 的 猜想 :空间 被 n 个 平面 分 割 
所 得 部 分 数 应 是 一 个 n 的 三 次 式 $(n) ,而且 佑 计 $(n) 的 分 母 是 3. 


那么 ,具体 地 说 $(n) 是 怎样 的 三 次 式 呢 ? 我 们 进一步 探索 . 


3 2 
设 $(n) == 代 一 和 于 名 二 ,其 中 a .bvc vd 都 是 待定 系数 . 


我 们 用 具体 实验 与 计数 的 方法 把 上 述 待定 的 系数 确定 下 来 .由 于 一 个 平面 最 多 把 空间 
分 成 两 部 分 ,因此 


和 
BOD = 


OO 


而 两 个 平面 最 多 能 把 空间 分 成 四 部 分 ,所 以 又 有 


了 i 2c+td_y @ 
同样 可 得 

和 3 二 Se ©® 

$0) — tt @ 


联 立 ,@、 回 、@ 解 方程 组 可 得 


所 以 
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Fn 十 村 六 


$n) 3 6 + 5n 十 6). 


至 此 ,$(n) 的 具体 解析 式 确定 下 来 ,也 就 是 说 原 问 题 的 结论 被 预测 出 来 .那么 判断 这 个 
预测 的 结果 是 否 正确 ,该 项 工作 就 需要 我 们 进一步 地 思考 和 探究 . 

第 四 步 , 类 比 推理 . 

设 %(z) 是 空间 最 多 分 割 部 分 关于 个 平面 的 函数 .第 (n 十 了 个 平面 和 其 他 个 平面 两 


两 相交 ,最 多 形成 条 相交 直线 ,而 这 n 条 直线 最 大 能 分 割 成 5(n) 一 二 十 2 十 2 个 平面 ,被 
分 割 的 平面 又 把 原来 空间 一 分 为 二 ,所 以 增加 了 650n) 个 空间 .于 是 ,有 
$n 二 1)=$(n) +b(n), 
即 
$n+1)—$n)=bn), 


$n)—$n—1)=b(n CO— 1), 
$nO—1)—$(n—2)=b(n— 2), 


$(3)—$(2)=6(2), 
$(2)—$(1)=6(1). 


等 号 两 边 相 加 得 
$n)—$(1)=6(01) T+6(2) 二 +… 十 b(n 一 1)， 
2 
代入 b(n) 一 于 二 2 二 ,4G1) 一 2, 得 


3 [3 
wii = 二 a 


第 五 节 ”抽象 与 具体 的 类 比 


抽象 性 是 数学 的 基本 属性 之 一 .在 数学 问题 中 ,比较 抽象 的 当 数 抽象 函数 问题 了 .所 谓 抽 
象 函数 , 指 的 是 那些 没有 给 出 函数 的 具体 解析 式 , 只 给 出 一 些 特殊 条 件 或 特征 的 函数 .抽象 
函数 往往 有 它 所 对 应 的 具体 的 函数 模型 ,如 表 3.3 所 示 . 

表 3.3 常见 抽象 函数 与 所 对 应 的 具体 函数 模型 
抽象 函数 初等 模型 
flrz+y) = fr)+fy)—b -次 函数 > 一 az 十 0 
天 (于 一 工 ) 一 fm+z) 
或 f(2m 一 zx) 一 f(z) 
f(zy) = f(z). f(y) 备 函 数 


二 次 函数 
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续 表 
抽象 函数 初等 模型 
f(z+y)= fr). f(y) 指数 函数 
flry) = f(r)+f(y) 对 数 函 数 
f(z)+tf(y) 
fl(z+ty) = Er 正切 函数 
f(r+y)+f(r—y) =2f(r)f(y) 余弦 函数 
局 si We 
f+ -2 (Ta )( 5 ) 余弦 函数 
7 十 1D) 一 Ga) 一 4 等 差 数列 
fai+1) =af(n) 等 比 数列 


当然 ,有 时 并 没有 我 们 比较 熟悉 的 函数 模型 可 以 类 比 ,而 是 新 定义 的 一 种 函数 .有 关 抽 
象 函 数 的 性 质 的 研究 是 具体 函数 性 质 的 深化 和 推广 ,是 中 学 数学 的 重要 研究 课题 ,类 比 具体 
函数 的 性 质 及 其 解决 方法 ,对 抽象 函数 问题 的 解决 大 有 神 益 . 

例 3.21 已 知 函数 f(z) 的 定义 域 为 R, 且 对 自 变 量 zi\z* 有 f(x) 十 f(zx2) 一 


a 和牛 =]. /(E 5 .人 0, 但 f(x) 不 恒 等 于 零 , 试 证 :六 zx ) 为 周期 函数 . 


分 析 原 题 函数 f(x) 不 知 , 却 要 证 其 为 周期 函数 , 故 该 题 的 主要 矛盾 即 为 已 知 与 未 知 
的 矛盾 . 

根据 周期 函数 的 定义 ,要 证 f(z ) 为 周期 函数 ,必须 证 明 存 在 常数 工夫 0, 使 六 Cz 十 T) 王 
f(z), 但 是 械 为 何 值 ,暂时 却 不 得 而 知 .于 是 根据 前 述 结 构 上 的 相似 ,由 


f(x1)1+ f=2f (Se): /Ese O 


联想 到 三 角 公 式 cosa 十 cosB zeos 人 3 。 eos 型 ] ,从 而 由 cosz 的 最 小 正 周期 2r ,可 


以 猜想 f(x) 的 最 小 正 周期 也 为 2x. 要 想 证 明 2x 为 函数 的 周期 ,只 需 证 明 f(x 十 2x)==f (zx) 
即 可 .这 与 本 章 第 二 节 例 3.8 是 相通 的 ,具有 题 型 结构 类 比 的 特点 ,更 是 抽象 与 具体 之 间 的 类 
比 .但 由 此 只 是 明确 大 致 的 证 明 思路 , 离 具体 操作 还 有 一 段 距离 . 


为 找到 具体 的 突破 口 , 尚 需 联 系 另 一 个 已 知 条 件 /于 0 并 设法 让 其 发 挥 作用 . 


于 是 ,联系 到 OD 式 ,可 想到 让 中式 中 出 现 /[ 子 ]=0 的 式 子 .为 此 ,可 令 一 了 一 一 六 ， 


令 z 一 zi, 则 > zt 2 ,代入 @ 式 ， 得 (z 十 m 十 7(z) 一 21( 于 计 


2x 了 3 


(于 =0. 从 而 有 
F(z 十 r) 十 FCz) 一 0. © 
下 面 以 此 为 突破 口 证 明 f(x ) 具有 周期 2x. 
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由 @ 式 得 ,F(z 十 2r) 王 FLCz 十 x) 十 z] f(z +x)=—[— 了 (zz)]=f 了 (zj). 所 以 ， 
f(z ) 为 周期 函数 , 且 2x 是 它 的 一 个 周期 . 
例 3.22 设 f(z) 是 定义 在 R 上 的 偶 函 数 ,其 图 象 关 于 直线 x ==1 对 称 ,对 任意 x1、z: € 


| "到 | ,二 f(z1it+zs)=f(z1) f(x), f(1)=a>0. 
人 求人 到] 及 7 人 全) 
(2) 证 明 f(z ) 是 周期 函数 ; 
(as =/(2 + 去 | , 求 lim(lna,). 
分 析 
f= -A 


条 件 zE [0,1] 时 ， 于 e|" | JG+z)-/Gz) 7Gz)>0 而 /GD)-e>0 故 /二 


a ,f(T)=et. 


(2) 类 比 联想 到 ,在 基本 初等 函数 中 ,是 偶 函数 且 为 周期 函数 的 有 余弦 函数 y 一 cosz .其 
图 象 关于 x =kx(k EZ) 对 称 ,而 kx 是 y= 二 cosz 的 周期 ,于 是 我 们 可 以 猜想 1x2=2 是 了 (x) 
的 周期 ,只 需 证 明 f(z 十 2) =f (zx). 

事实 上 ,f(z ) 图 象 上 点 (zx 十 2,f(z 十 2)) 关于 zz 十 1 的 对 称 点 是 (一 z+，f( 一 z+)), 所 以 
f(z 十 2)==f( 一 x). 又 因为 f(x) 是 偶 函数 ,所 以 f( 一 +)=f(z), 于 是 f(z 十 2)=f(zx), 即 
f(z ) 是 以 2 为 周期 的 周期 函数 . 

(3) 类 比 (1) 的 解答 过 程 , 先 求 出 a, 的 表达 式 .由 (1) 可 知 ,x € [0,1] 时 ,f (x) 三 0, 于 是 


ed i md EE 
2 个 / (起 ) 


由 了 二] 一 得 f( 却 = a 站 ,再 由 (2) 可 知 a。 fan 上 7 起] a 让 ,所 以 


lim (na,) = lim 去 mn 一 0. 

例 3.23 已 知 f(z) 是 定义 在 R 上 的 不 恒 为 零 的 函数 , 且 对 任意 的 a.b € R 都 满足 
f lab)=af (6) +of a). 

(1) 求 (0)、f(1) 的 值 ; 

(2) 判断 f(z ) 的 奇偶 性 ,并 证 明 你 的 结论 ; 

全 车 还 ， =/ 于 “jen,, 了 (2) = 二 2, 求 数列 {U, ) 的 前 n 项 和 S,. 


分 析 
(1) 先后 令 a = 二 0.b 二 0;a 一 1 一 0: 可 得 帮 (0) = 二 0,f(1)=0. 
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和 帮 2 1, 得 f( 一 1) =0. 再 令 a 一 并 ,0 1, 则 f( 一 xz)=zf( 一 D)—f(z) 
一 f(z ), 所 以 f(x) 是 奇 函 数 . 


(3) Gab 0 时 ,062 了 (0) 
ab b 


4 td = 
a 3 


; 则 g(a .65)=g(a) 二 +g(b), 


= 
将 g(x) 与 具体 函数 中 的 对 数 函 数 类 比 ,反复 应 用 g (aa) 二 g(a) 十 g(a), 可 得 g (a) 二 
ng (a), 所 以 


(on nl 
Ca") 一 arg(a") 一 narg(a) 一 na fla), U, -3 7 他) 


又 因为 f(2) =2,f(0) = 了 (1) f(zx 主 ) 2f( 计 +1 得 f( 当 ] 一 立 ， 


2 
nA 4)" 


故 S， -3) —1ln € Ni. 


例 3.24 已 知 定义 域 为 R 的 函数 y= 二 f(z ) 的 对 称 轴 为 x ==1, 求 y= 二 (2z ) 的 一 条 对 称 
轴 方 程 . 

分 析 “作为 较 抽象 的 函数 问题 (没有 给 出 具体 的 函数 ) ,往往 让 人 束手无策 ,然而 运用 特 
殊 化 这 个 基本 思想 , 则 能 激活 思维 ,使 问题 迎刃而解 . 找 一 个 最 熟知 且 对 称 轴 为 x ==1 的 函数 


2 
y 一 (z 一 D*. 这 样 ,f (2x) 一 (2z 一 D4(z 一 守 ] .可 知 其 对 称 轴 为 x 一 过. 由 此 进行 类 比 ， 


只 要 证 明 z 一 了 确实 是 y 二 /C2z) 的 一 条 对 称 轴 就 可 以 了 

事实 上 ,y = f(x) 的 一 条 对 称 轴 为 x = 1, 故 对 x ER,f(1 一 +)= f(1 十 zx). 设 P(ro,yo) 
是 y= 了 (2x) 图 形 上 任 一 点 , 则 yo 二 f(2zxo), 且 P(xzo,yo) 关 于 z= 部 的 对 称 点 为 PC 一 zw， 
yo), 由 于 [2(1 一 zo)]= F(2 一 2zo)= f[1 一 (1 一 2x0)]== f(2zxo) 一 yo, 因 此 Q 也 在 曲线 
y 二 (2z) 的 图 形 上 , 故 z= 说 是 y= (2z) 的 一 条 对 称 轴 . 


例 3.25 已 知 定义 域 为 R 的 函数 > = FCz) 有 两 条 对 称 轴 : 
工 二 moX 二 n(m 天 7). 求 证 :> = 二 f(x) 为 周期 函数 . 

分 析 ”本题 的 难点 是 寻找 TT 关 0. 使 f(x 十 T)=f(z)(z 
R). 由 于 周期 某 种 意义 上 是 三 角 函 数 的 “专利 ”, 可 把 思维 联系 到 


最 熟知 的 三 角 函数 y 二 sinz 的 分 析 上 ,如 图 3.12 所 示 . 在 许多 对 称 国光 
轴 中 找 最 基本 的 两 条 :zx 三 一 用 一 玉 , 作 最 基本 的 运算 (和 与 差 ) : 一 


名 3 于 一 (进一步 分 析 相 名 两 条 对 称 负 均 具有 共性 ). 结 合 y 二 sinz 的 周期 为 2x, 类 比 


推测 需要 的 TT 二 2(n 一 mm). 
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事实 上 ,y = 二 f(x) 有 两 条 对 称 轴 工 二 mr,zx 二 nm 关 n), 因 此 对 x ER, 有 (mm 十 z) 一 
fm fm 和 += 一 i 

故 对 x ER, 有 f[z 十 2(n 一 m)]==f[n 十 (n 十 x 一 2m)]=f[n 一 (xn 十 zx 一 2m)] 
ylLm+tm—z)]=flm— (mm —2£)]=/f(z). 

故 可 取 全 =2(n 一 m) 关 0, 使 f(z 十 T)==f(z), 因 此 y= 二 f(z ) 为 周期 函数 . 

一 般 来 说 ,类 比 具体 函数 ,常用 的 抽象 函数 对 称 性 有 以 下 三 个 方面 . 

(1) 函数 y= 二 f(z ) 关 于 xz =a 对 称 售 f(a 十 +)=f(a 一 x+), 也 可 以 写成 f(x)=f (2a 一 
zw 或 f(z)=7(02a+z) 

(2) 函数 y= 二 f(x) 关于 点 (a 6) 对称 全 f(a 十 x) 十 f(a 一 x)==25 ,也 可 以 写成 f(24 十 
TX) 十 f( 一 +)==26 或 f(2a 一 +) 十 f(x)=26. 

(3)y= 二 f(z) 与 y= 一 f(x) 关于 xz 轴 对 称 ; 

y 二 f(z) 与 y 二 了 (一 xz) 关于 y 轴 对 称 ; 

y= 二 f(x) 与 y= 二 f(2a 一 zx) 关于 直线 x = 二 a 对 称 ; 

y= 二 f(x) 与 y=2a 一 f(x) 关 于 直线 y =a 对 称 ; 

y= 二 f(x) 与 y= 二 265 一 了 (2a 一 xXx) 关于 点 (a ,5b) 对 称 ; 


y= 二 f(a 一 x+) 与 y= 二 (zx 一 5) 关于 直线 z = 对 称 . 


第 六 节 ” 跨 学 科 的 类 比 


客观 世界 的 各 学 科 内 容 彼此 互相 联系 ,如 果 能 将 其 他 学 科 的 特性 转移 到 数学 学 科 中 ,有 
时 会 收 到 意 想不到 的 效果 . 


一 、 类 比 力学 原理 


例 3.26 试 求 sin18" 的 值 . 
分 析 类 比 物理 中 的 合力 ,在 大 小 相同 、 终 端 分 布 在 正 n 边 形 个 顶点 上 的 共 点 于 正 
n 边 形 中 心 的 力 系 ,其 合力 为 零 ,如 图 3.13 所 示 . 
在 图 3.14 中 , 力 系 {O0;f1,f:,f3,f4,fs} 中 ,合力 F 一 0, 考虑 它 在 x 方向 上 的 合力 
( 令 |fi|=1,i=1,2,3,4,5) 有 1 十 cos72" 十 cos72" 一 cos36" 一 cos36" 一 0, 即 
1 十 2cos72" 一 2cos36" 王 0 中 


时 


图 3.13 图 3.14 
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又 因 cos72" 一 sin18”,cos36" 一 1 一 2sin*18", 再 代入 @@ 式 有 4sin?18" 十 2sin18" 一 1 一 0, 解 


A/5 = 


之 得 sin18" = T 


( 仅 取 正 值 ). 


例 3.27 求 值 :sin Ex + sin xsin Dx + sin x. 


分 析 ”物理 学 告诉 我 们 :对 于 均匀 分 布 的 号 n 边 形 , 若 其 个 顶点 坐标 是 (zi ,yx)(k 一 
1,2,…,n), 则 其 重心 G(x ,y) 满足 zz =1Dz,y = Py. 
k=1 k=1 


注意 到 点 A， (es rsin 分] (二 1,2,…,5) ,刚好 把 单位 圆周 五 等 分 ; 顺 次 连结 各 分 
点 ,得 正 五 边 形 . 设 重心 Gdz ,y) , 则 


2 4 6 
sin 二 x 十 sin 二 x 十 sin 王 x 十 sin i 
5 5 5 5 


5 


多 


又 因 单位 圆 的 内 接 正 多 边 形 的 重心 在 原点 (0,0) 及 sin2x 一 0, 所 以 ,sin 十 sin 3x 呈 


本 4 
TTSnerT Sn 
9 


sin x t+ sin Ex + sin2x =0,B sin : 81 sin —x =0. 

例 3.28 ”如 图 3.15 所 示 ,G 是 AABC 的 重心 .! 是 
AABC 外 一 直线 ,车 自 A、B、C.G 各 点 向 / 作 垂 线 垂 足 
分 别 是 A’.B'.C’.G', 则 AA’ 十 BB’ 十 CC’ =3GG. c 

分 析 这 个 问题 可 以 直接 用 几何 法 证 明 , 只 是 稍 B 
显 麻烦 (要 引 辅 助 线 ). 但 若 从 力学 角度 考虑 ,结论 几乎 
是 显而易见 的 . 曾 匀 

事实 上 ,在 ABC 各 置 一 个 单位 质点 , 则 整个 质 
点 系 的 质量 为 三 个 单位 ,上 且 重心 恰好 在 G. 

若 重 力 方向 视 为 与 1 垂直 的 方向 , 则 质点 组 {A,B,C) 对 7 的 力矩 为 1. AA’ 十 1. BB' 十 1， 
CC' ,恰好 等 于 重心 G( 质 量 为 3 个 单位 ) 对 17 的 力矩 ,而 这 个 力矩 正好 是 3GG , 即 AA' 十 BB' 十 
ee = 00. 

本 题 的 结论 还 可 以 推广 : 自 A、B、C.、G 向 1 所 作 直 线 不 一 定 要 与 1 垂直 ,它们 只 需 彼此 平 
行 即 可 .本 题 也 可 以 推广 到 任意 多 边 形 的 情形 . 


例 3.29 A、B、C 村 庄 各 有 学 生 a .bc 人 ,他 们 打算 联合 办 一 所 
学 校 , 问 学 校 建 在 什么 地 方 最 好 (使 所 有 学 生 走 的 路 程 最 短 )? 
分 析 如 图 3.16 所 示 , 在 标 有 三 村 位 置 的 木板 上 ,三 村 表示 


的 点 处 各 钻 一 个 孔 ,然后 把 三 根系 在 一 起 的 细 绳 从 孔 中 穿 过 ,再 

b 2 在 它们 下 面 分 别 推 上 重 为 wb、c 的 物品 . 当 整 个 力学 系统 处 于 平 

图 3.16 衡 位 置 时 ,三 绳 结 点 M 的 位 置 即 为 所 求 . 可 以 证 明 ,M 的 位 置 
是 使 
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sinABMC _ sin CMA _ sin AMB 


a b C 
成 立 的 点 (可 用 面积 方法 证 明 这 个 结论 .这 里 从 略 ). 
二 、 类 比 光 学 原理 


例 3.30 ”如 图 3.17 所 示 ,i 为 一 条 河 ,A 、B 分 别 为 位 于 两 岸 的 居民 点 ,由 于 两 岸 的 地 理 
环境 不 同 ,汽车 在 两 岸 行驶 的 速度 分 别 设 为 va 、vs. 如 要 使 汽车 由 A 到 B 所 用 的 时 间 最 少 ， 
应 在 何 处 架 桥 ? 

4 


分 析 假如 选择 在 河岸 点 C 处 架 桥 , 使 汽车 由 

A 到 B 所 用 时 间 最 少 .把 河 两 岸 类 比 为 以 1 为 边界 的 

1 两 种 不 同 物质 ,光线 在 这 两 种 物质 中 的 传播 速度 分 

别 为 va 、vs ,把 汽车 行进 路 线 类 比 为 由 A 射 到 B 的 

光线 ,由 光 行 最 速 原理 , 光 道路 应 由 A 经 C 折射 到 
3.17 B ,再 由 折射 定理 求解 . 


令 -2a_ 一.22 一 工 ,从 而 有 


kvua RUB 
tana ，tanp 
V1— (kva)’ A1— (kve) 


因为 
A’B’=A'C+CB’=AA’tana + BB’tang 


kvua RUB 


ER 
从 中 求 出 人 , 即 可 求 出 .8 ,于 是 点 C 可 定 . 
例 3.31 设 FF 是 贿 辐 态 十 把 一 1 的 焦点 ,P 是 椭圆 上 的 一 个 动 点 ,1 是 过 点 P 的 切 


线 ,F? 是 Fs 关于 /7 的 对 称 点 ,求证 : | FiF |=2a. 

分 析 按 通常 的 解法 , 需 先 设 出 切线 的 方程 ,再 由 对 称 性 求 出 Fs 的 坐标 ,然后 由 距离 公 
式 求 | FiF%| ,这 将 陷入 复杂 的 计算 . 如 图 3.18 所 示 , 如 注意 联想 到 椭圆 定义 | PF | 十 
| PF; |=2a ,问题 转化 为 只 需 证 Fi 、P 、F? 共 线 . 

联想 到 椭圆 的 光学 性 质 知 人 1 二 人 2, 由 对 称 性 又 有 人 1 二 人 3, 因 此 人 2 二 人 3, 证 明 便 容 
易 了 . 

例 3.32 在 任意 锐角 八 ABC 中 , 求 作 内 接 和 八 A'B'C' ,使 其 周 长 最 短 . 

分 析 这 道 作 图 题 用 平面 几何 方法 求解 极为 困难 ,可 联想 类 比 光 行 最 速 原理 探索 .什么 
是 光 行 最 速 原理 ? 通俗 地 解释 就 是 :由 光源 A 射出 的 光线 ,经 过 平面 镜 反射 后 照 到 点 B., 走 
过 的 路 线 一 定 最 短 . 换 句 话说 就 是 “ 光 选 择 的 路 线 永远 是 最 快 的 一 条 ”. 

假定 所 求 人 A’B'C' 已 作出 ,A'B’ 十 B'C' 十 C'A' 最短, 如 图 3.19 所 示 . 想 象 一 条 光线 从 
A 出 发 经 CA 、AB ,两 次 镜面 反射 后 又 回 到 A“ ,由 光 行 最 速 原 理 , 光 道路 应 与 人 A'B'C' 重 
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合 .由 光 反 射 定理 ,此 时 人 A'B'C= 人 CB'A, 人 BC'A== 人 B'C'A,LC'A'B= 人 BA'C, 这 样 
的 三 角形 就 是 人 ABC 的 垂 足 三 角形 ,因此 ,我 们 找到 了 简捷 的 解 题 途径 . 


综 上 所 述 ,类 比 是 数学 中 发 现 和 创造 的 一 种 思维 方法 ,特别 是 在 把 已 知 的 事物 的 性 质 推 
广 到 类 似 的 事物 方面 有 着 重要 的 作用 .数学 的 发 展 历程 处 处 存在 类 比 的 影子 ,特别 是 在 数学 
解 题 的 研究 中 , 巧 用 类 比 的 方法 可 使 数学 的 解 题 变 得 容易 .但 是 ,类 比 法 解 题 只 是 一 种 合 情 
推理 ,只 是 提供 给 我 们 联想 与 发 现 的 方法 ,并 不 能 代替 严格 意义 上 的 推理 论证 . 


习 题 三 


1. 若 (z 一 z+)* 一 4(z 一 y)(y 一 z) 二 0 且 z 关 yy 关 z, 求 证 :2y 二 zz 十 z。 
2. 证 明 :tan20° 十 tan40° 十 V3 tan20”。tan40° 二 V3. 


和 本 2 
3. 设 zl,za'…vzw 都 是 正 数 ,求证 : 王 十 于 十 … 十 本 之 zi 十 Zs 十 十 
2 


Xs Tl 


4. 函数 y 二 f(z ) 的 图 象 与 直线 zx = 二 a ,zx =b 及 xz 轴 围 成 图 形 的 面积 成 为 函数 f(z) 在 
[a ,565] 上 的 面积 ,已 知 函 数 y = sinnzx 在 | "三 | 的 面积 为 二 Cn E Ni+), 求 函数 > = sin3z 在 


[3 上 的 面积 . 


5. 在 等 差 数 列 {a,} 中 , 若 aw = 0, 则 有 等 式 ai 十 az 十 as 十 … 十 ao 一 ai 十 az 十 … 十 ae 
(过 19wn € N+). 类 比 上 述 性 质 ,相应 地 ,在 等 比 数列 {5,) 中 ,车 5, 二 1, 则 有 等 式 


6. 在 以 原点 为 圆心 ,半径 为 的 加 上 有 一 点 P(zssys), 则 过 此 点 的 贺 的 切线 方程 为 
zo yoy 一 必 而 在 精 加 中 于 十 点 一 1(a > 5 > 0), 当 国 心 率 < 趋 近 于 0 时 , 短 半 铀 就 直 
近 于 长 半 轴 a, 此 时 椭圆 就 趋 近 于 圆 .类 比 圆 的 面积 公式 ,在 椭圆 中 ,S 一 ;类 比 过 加 
上 一 点 PCzsvys) 的 加 的 切线 方程 , 则 过 酉 国 斑 十 知 一 1Ca > 和 > 0) 上 的 一点 PCzivyn) 
的 椭圆 的 切线 方程 为 ” __. 

7. 设 等 差 数列 fa } 的 前 项 和 为 S。, 则 S,,S, 一 S4,S1s 一 Ss,S1s 一 Sys 成 等 差 数列 .类 


了 1 
比 这 一 结论 填空 : 设 等 比 数列 {5,) 的 前 项 积 为 了, , 则 TT,， ， ,二 ,成 等 比 
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数列 . 


8. 求 函 数 ， 4tang 一 1 


2secg 一 1 


( ge | 的 最 大 值 和 最 小 值 . 


六 
4 


有 
9. 设 实数 zy 满足 3<zy* 过 8,4 过 过 9. 求 二 的 最 大 值 . 
a 内 


10. 已 知 z yz 为 实数 , 且 zy 学 一 1yyz 天 一 15zz 关 一 15 求 证 ; 


党 y 村 z 区 I ® 并 y 党 亚 
1 二 zy 1 二 yz 1+zr 1+zy 1 二 yz 1 十 zz” 
11. 四 面体 交 于 一 个 顶点 O 的 三 条 棱 两 两 垂直 ,与 O 相 邻 的 三 个 面 的 面积 分 别 为 A 了、 
C ,与 O 相对 的 面 的 面积 为 也, 求证 :A: 十 B?: 十 C2 一 D:. 
12. 在 平面 上 , 若 两 个 正三 角形 的 边 长 的 比 为 1:2, 则 它们 的 面积 比 为 1:4. 类 似 地 ,在 空 
间 , 若 两 个 正四 面体 的 棱 长 的 比 为 1 : 2, 求 它们 的 体积 比 . 
13. 证 明 :任何 面积 等 于 1 的 凸 四 边 形 的 周 长 及 两 条 对 角 线 的 长 度 之 和 不 小 于 4 十 V8. 
14. 以 棱 长 为 1 的 正四 面体 的 各 棱 为 直径 作 球 ,S 是 所 作 六 个 球 的 交集 .证 明 S 中 没有 一 
1 
对 点 的 距离 大 于 后 . 
15. 如 图 3.20 所 示 , 在 四 面体 ABCD 中 , 面 ECD 为 二 面 角 4 
SAacp _AE 


Sa BR 2 


A 一 CD 一 B 的 平分 面 , 交 AB 于 EE. 求证 : 


5 
16. 求 cos 厂 Hcos 各 Fcos 请 上 cos 生 Hcos 由 的 值 . 


17. (1) 解 方程 :Vz 十 了 十 V3z 十 2 十 4z 十 3 二 0; 

(1+V2019)" — (1— V2019)** < N 图 
V2019 Ee 

18. 在 一 直线 上 从 左 到 右 依 次 排列 着 2018 个 点 Pi ,Ps,…,Pzms, 且 P 是 线段 Pei Pen 的 


等 分 点 中 最 靠近 Pr 的 那个 点 (2 委 丰 委 2018),PiP; = 1,ParPai 一 /求证 ,二 一 20161. 


(2) 求证 : 3.20 


19. 已 知人 ABC 中 ,DE、F.G、H、I 分 别 是 边 BC、CA 、AB 的 三 等 分 点 ,连结 AD .AE、 
BF 、BG .CH CI, 相交 点 R=AD 由 BG,S=AD 由 CI,T=CI 败 BF,W=BFN 人 AE,X= 
AE 由 CH,Y==CH mn BG. 求 证 :RW、SX 、TY 的 共 点 . 

20. 已 知 函 数 f(x) 对 于 xz 二 0 有 意义 , 且 满 足 条 件 f(2)=1,f (zy)=f (zx) 二 f(y)， 
f(z) 是 非 减 函数 (定义 :VYzi 二 zs ED.,f(zi) 达 f(x,), 则 称 f(zx) 是 定义 域 在 D 上 的 非 
减 函 数 ). 

(1) 证 明 f (1) 二 0; 

(2) 车 f(z) 十 f(z 一 2) 宇 2 成 立 , 求 xz 的 取 值 范围 . 

21. 设 函 数 f(x) 的 定义 域 为 R, 对 于 任意 实数 mn, 总 有 fm 十 n)= 二 fl(m)。f(n), 且 
区 0HNy0R< < i 

(0D 证 明 ;f(0j)=15 生 过 0 时 f(r) 了 Ts 
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(2) 证 明 : f(x) 在 R 上 单调 递减 ; 

(3) 设 A={(z W120) > 7D)},B={(z,y) |f (az yt+2)=1a € R}, 
若 A 门 B==$, 确 定 a 的 范围 . 

22. 定义 在 R 上 的 单调 函数 f(z) 满足 了 (3) 二 loge3, 且 对 任意 z,y € R 都 有 f(z 十 y) 一 
FD FD 

(1) 求证 f(x) 为 奇 函 数 ; 

(2) 若 f(k。，37) 十 f(3” 一 9” 一 2) 二 0 对 任意 x € R 重 成 立 , 求 实数 k 的 取 值 范围 . 

23. 化 简 :sin2zsin2ysin2z 十 sin(z 十 y)sin(y 十 =)sin(< 十 zz) 十 sin(z 十 zx)sin(y 十 zx)sin(y 十 
Z) 一 sin(y 十 Z)sin2zsin(Zz 十 y) 一 sin(y 十 zx)sin(< 十 y)sin2z 一 sin(z< 十 Z)sin(Zz 十 z)sin2y。 


2 2 
24. 如 图 3.21 所 示 , 已 知 醒 圆 五 十 于 一 1(a > 和 > 0) ,点 尸 为 其 上 水 ， 酒 


一 点 ,Fi 、Fs: 为 椭圆 的 焦点 , 乙 F; PFs。 的 外 角 平 分 线 为 !, 点 下 :关于 /的 
对 称 点 为 Q,FsQ 交 !: 于 点 R. 当 点 P 在 椭圆 上 运动 时 , 求 RR 形成 的 轨迹 
方程 . 


数学 推理 的 每 一 步 ,直觉 都 是 不 可 缺少 的 . 
一 一 [法 ] 笛 卡尔 (1596 一 1690) 


数学 的 全 部 力量 就 在 于 直觉 和 严格 性 巧妙 地 结合 在 一 起 . 
一 一 [ 英 ] 伊 恩 。 斯 图 尔 特 (1945 一 ) 
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人 们 认识 事物 是 一 个 复杂 的 过 程 ,需要 经 历 若 干 阶段 才能 逐渐 透 过 现象 认识 事物 的 本 
质 .认识 的 最 初 阶段 只 能 根据 已 有 的 部 分 事实 及 结果 ,运用 某 种 判断 推理 的 思维 方法 ,对 某 
类 现象 提出 一 种 推测 性 看 法 ,这 种 推测 性 看 法 就 是 直觉 .数学 直觉 就 是 依据 某 些 已 知 的 事实 
和 数学 知识 ,对 未 知 量 及 其 关系 作出 的 一 种 似 真 判断 .直觉 思维 如 同 逻 辑 思 维 与 形象 思维 一 
样 ,是 人 类 的 基本 思维 形式 . 

直觉 思维 也 是 数学 思维 的 重要 内 容 之 一 ,如 欧 氏 几何 的 建立 就 充分 体现 了 “依据 直觉 建 
立 理论 ”的 古 希 腊 精 神 ,把 几何 学 公理 看 作 是 不 证 自明 的 事实 ,是 古 希 腊 哲 学 家 、 科 学 家 共有 
的 直觉 观念 ,直觉 思维 在 数学 解 题 中 起 着 重要 的 作用 . 


第 一 节 ”直觉 解 题 的 心理 机 制 


直觉 思维 是 以 高 度 省 略 、 简 化 ,浓缩 的 形式 洞察 问题 实质 的 思维 .正如 南京 大 学 数学 教 
育 专家 郑 钞 信 教授 所 说 ,数学 直觉 是 一 种 直接 反映 数学 对 象 结构 关系 的 心智 活动 形式 , 它 
是 人 脑 对 于 数学 对 象 的 某 种 直接 的 领悟 或 洞察 ”. 

例 4.1 如 图 4.1 所 示 , 在 平面 直角 坐标 系 中 , 设 三 角形 ABC 顶点 分 别 为 A(0,a)、B(b， 
0)、C(e,0); 点 P(0,p) 为 线段 AO 上 的 一 点 ( 异 于 端点 ) ,这 里 a .bc 、p 为 非 零 常数 . 设 直线 


BP .CP 分 别 与 边 AC .AB 交 于 点 巨 .F. 某 同学 已 正确 求 得 直线 OE 的 方程 :二 一 十] 革 
. 

是 人 一 二]> 一" 请 你 完成 直线 OF 的 方程 : ( )z 十 全 一 二]>=o 

E 分 析 ”数学 的 直觉 告诉 我 们 ,只 要 把 5 和 c 轮换 一 下 即 可 , 即 只 


要 在 加 括号 中 十 上 地 二 的 相反 数 - 寺 , 则 直线 OF 的 方程 应 为 


5 
Gt $+ 二 > 人 
内 b p 9 
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精确 地 说 , 解 题 可 能 只 要 一 秒 钟 的 时 间 , 结 论 却 是 完全 正确 的 ,这 要 比 对 题 设 进行 特殊 
化 , 当 BE 与 AC 垂直 时 ,人 EOC 与 <FOB 相等 方向 相反 等 处 理 要 快 得 多 .这 里 ,直觉 判断 
的 实质 是 数学 中 的 “轮换 对 称 ” 法 则 在 起 作用 . 

如 果 要 求 严 格 意义 上 的 证 明 , 即 把 演绎 推理 的 步骤 一 步 一 步 地 表达 出 来 ,上 面 的 这 个 直 
觉 思维 等 于 完成 了 下 面 的 一 个 较为 宏大 的 过 程 . 这 里 我 们 把 它 全 部 剖析 出 来 . 

首先 ,根据 题 设 中 所 给 的 点 的 坐标 ,我 们 不 难 求 出 直线 AB 和 AC 的 方程 , 即 


AB:ar +by—ab=0; 
AC:az +cy—ac=0. 


由 BP 和 CP 得 到 直线 BE 和 CF 的 方程 , 即 


BE:px++by—bp=0; 
CF,pz t+ey—ep=0; 


从 而 可 以 确定 点 EF 的 坐标 : 


:十 cy 一 ac 一 0， 
E=ACNBE.(” YY “ 

pr +by—bp=0; 
azr 十 by 一 a0 一 0， 


pri+cecy—cp=0. 


r=ABNce:| 
在 线性 方程 组 的 观点 下 ,上 述 两 个 方程 组 的 增 广 矩阵 分 别 为 
a Cc ac ab ap 
( b j= G en | 
至 此 ,我 们 可 以 发 现 这 里 只 有 4b 和 c 这 两 个 字母 的 轮换 对 称 , 分 别 对 这 两 个 矩阵 进行 初 
等 行 变 换 , 结 果 为 


1 0 abc— pbc 1 0 abc— pbc 
ap 一 轧 c ac—pb 
0 pab 一 pac Gj 芝 pac— pab 
ab—pc ac—pb 
从 而 得 到 点 上、F 的 横 坐 标 与 纵 坐 标 分 别 为 
abc— pbc pab 一 pac 
ab—pc ab—pc 
FE abc— pbc pac — pab 


ac—pb ” ac—pb 


这 里 ,字母 5 和 c 的 地 位 仍 与 上 面相 同 , 仅 是 一 种 轮换 与 对 称 .我 们 来 看 直线 OEF 和 OF 的 
斜率 : 
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它们 互 为 相反 数 , 结 论 正确 无 误 .这 是 问题 一 开始 的 直觉 判断 所 蕴含 在 内 的 全 部 演绎 过 程 . 当 
然 ,考生 在 考场 内 所 作出 的 直觉 判断 和 包含 在 其 中 的 逻辑 推理 过 程 可 能 与 此 馆 然 相 异 ;命题 
老师 也 不 会 要 求 考生 用 直觉 判断 解 题 ,而 是 使 用 演绎 推理 的 方法 ,如 下 所 示 . 

直线 AB 和 直线 CP (CF ) 的 方程 可 由 直线 方程 的 截 距 式 直接 求 出 . 


SS SS 


显然 ,直线 AB 和 直线 CF 的 交点 下 的 坐标 满足 上 式 有 边 的 方程 , 故 答案 为 二 一 二 .解答 


过 程 也 是 很 简单 的 ,但 其 解 题 速度 比 我 们 上 面 一 开始 使 用 的 直觉 判断 要 慢 多 了 .而 考场 上 的 
解 题 速度 对 考生 来 说 是 何等 的 重要 . 

数学 解 题 直觉 虽然 给 人 一 种 “ 知 其 然 , 不 知 其 所 以 然 “ 只 可 意 会 ,难以 言传 ”的 感觉 ,但 
是 , 它 并 不 是 一 种 神秘 而 不 可 提 摸 的 主观 幻象 .一 般 认 为 ,数学 解 题 直觉 产生 的 心理 机 制 是 ， 
有 限 的 问题 已 知 信 息 在 某 种 适宜 的 环境 条 件 下 ,通过 大 脑 激 活 主体 建构 解 题 直觉 认 知 结构 
的 心理 过 程 .一 般 地 ,主体 的 数学 知识 经 验 越 丰富 ,人 脑 发 育 越 成 熟 ,各 种 心理 能 力 发 展 得 越 
好 ,那么 它 所 建构 的 解 题 直觉 认 知 结构 的 水 平 就 越 高 .比如 上 题 ,熟悉 数学 中 的 “轮换 对 称 ” 
法 则 ,熟悉 直线 的 各 类 形式 ,知道 运算 上 的 技巧 等 ,产生 直觉 的 空间 就 基本 形成 了 ,否则 ,会 
很 难产 生 这 样 一 个 解 题 直 觉 . 

激活 数学 认 知 结构 是 数学 解 题 直觉 发 生 的 关键 .一 般 地 ,容量 大 、 内 涵 丰 富 、 概 括 性 极 
强 、 反 映 数 学 对 象 本 质 的 高 水 平 的 数学 认 知 结构 ,或 者 是 已 被 多 次 激活 过 、 处 于 活跃 期 的 数 
学 认 知 结构 容易 被 激活 .数学 认 知 结构 一 旦 被 激活 ,大 脑 过 滤 的 各 类 信息 就 会 增多 ,想象 力 
与 理解 力 就 可 能 增强 ,因而 容易 产生 解 题 直觉 . 

基于 数学 解 题 的 心理 学 分 析 , 可 以 发 现 解 题 直觉 具有 以 下 几 个 特点 . 

1. 非 逻 辑 性 

解 题 直 党 的 非 逻 辑 性 ,主要 体现 在 直觉 与 逻辑 之 间 的 对 立 上 .著名 数学 家 、 数 学 教育 家 
波 利 亚 也 曾 对 直觉 思维 进行 微妙 而 深刻 的 曾 述 ,他 写 道 :“ 一 个 突然 产生 的 ,展示 了 惊人 的 
(处 于 戏剧 性 重新 排列 之 中 ) 新 因素 的 想法 ,具有 一 种 令 人 难忘 的 重要 气氛 ,并 给 人 以 强烈 的 
信念 .这 种 信念 常常 表现 为 诸如 "现在 我 有 啦 ! “我 求 出 来 了 ! “原来 是 这 一 招 ! ” 等 惊叹 .” 高 
斯 曾 以 数 年 的 时 间 企 图 证 明 一 个 算术 定理 ,后 来 ,他 写 道 :“ 我 突然 证 出 来 了 ,但 这 简直 不 是 
我 自己 努力 的 结果 ,而 是 由 于 上 帝 的 恩赐 一 一 如 同一 个 闪电 那样 突然 出 现在 我 脑海 之 中 , 疑 
团 一 下 子 被 解 开 了 , 连 我 自己 也 无 法 说 清 在 先前 已 经 了 解 的 东西 与 使 我 获得 成 功 的 东西 之 
间 是 怎样 直接 联系 起 来 的 .” 
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例 4.2 如 图 4.2 所 示 , 圆 内 接 四 边 形 边 长 依次 是 25、39、52 和 60, 这 个 圆 的 直径 是 
人 也 
A.62 B. 63 G. 65 D;69 


分 析 看 到 这 一 题目 ,我 们 一 开始 并 不 能 找 出 正确 答案 ,但 “扫描 ”这 
四 个 选项 ,倘若 有 一 定 的 知识 或 经 验 积累 ,我 们 就 会 有 这 样 的 直觉 一 一 选 f/ 


C. 究 其 原因 ,也 许 并 不 能 肯定 地 回答 说 是 :65、25、60 都 是 5 的 倍数 .这 一 答 
案 是 正确 的 ,当然 根据 这 个 直觉 选 C, 理 由 并 不 充分 ,但 优先 考虑 C 是 合理 
的 ;65 二 5X13,25 二 5X5,60 二 5X12 是 一 组 勾 股 数 ,而 65、52、39 又 都 是 A 
13 的 倍数 ,组 成 另 一 组 勾 股 数 ,所 以 C 正确 . 图 42 

2. 或 然 性 

数学 直觉 思维 是 一 种 不 连贯 的 跳跃 式 思维 ,通过 数学 直觉 思维 获得 的 认 知 是 在 逻辑 依 
据 不 充分 的 前 提 下 ,对 数学 对 象 (结构 及 关系 ) 作 出 的 一 种 判断 .这 种 判断 可 能 是 正确 的 ,也 
可 能 是 错误 的 ,这 一 特殊 性 就 是 数学 直觉 思维 的 或 然 性 (或 猜测 性 ). 采 用 直觉 思维 的 目的 在 
于 能 在 较 短 的 时 间 内 找到 事物 的 本 质 或 内 在 的 联系 , 赁 直觉 大 胆 提 出 猜想 .事实 上 , 这 个 猜 
想 有 可 能 (经 严格 的 逻辑 证 明 ) 被 证 实 , 从 而 成 为 定理 ,也 有 可 能 被 推翻 . 

例如 ,一 百 多 年 前 ,英国 人 格 色 里 赁 直觉 提 出 一 个 “四 色 猜 想 " 问 题 ,直到 1976 年 才 由 美 
国 数学 家 借助 大 型 电子 计算 机 严格 地 证 明了 四 色 猜 想 的 正确 性 . 

又 如 ,法 国 数学 家 费 马 曾 根据 22 十 1=5;22 十 1 一 247;2” 十 1 二 65537 都 是 素数 ,提出 猜 
想 :“ 任 何 形 如 2” 十 1 的 数 都 是 素数 .” 过 了 半 个 多 世纪 以 后 , 才 由 欧 拉 指出 : 当 ) 一 5 时 ,22 十 
1 一 4294967597 一 641 X 6700417, 它 并 非 是 素数 ,从 而 推翻 了 费 马 当 时 的 猜想 . 

3. 跳跃 性 

数学 解 题 直觉 思维 在 时 间 上 表现 为 快速 性 、 突 然 性 ( 突 发 性 ) ,而 在 过 程 上 表现 为 跳跃 性 
或 间断 性 (不 连贯 性 ) ,思维 者 不 是 按部就班 地 推理 ,而 是 跳 过 若干 中 间 步 骤 或 略 过 一 些 细 
节 , 直 接 把 握 对 象 或 问题 的 本 质 联系 . 


5 a b | | 站 大 5 
例 4.3 已 知 z 十 二 有 C 二 估计 0, 则 ao、 满足 什么 关系 ? 


分 析 ”数学 直觉 思维 能 力 强 的 解 题 者 ,能 够 根据 已 知 条 件 的 特征 , 直接 得 出 答案 a = 
2 一 c, 而 省 去 了 中 间 的 步骤 .就 本 题 而 言 ,中 间 步 骤 如 下 . 

令 一 一 一 -一 k, 则 由 等 比 性 质 得 :2 a 十 5 ,20 一 c 十 ay2a 一 0 十 c. 

又 因为 ea 十 5 十 c 天 0, 所 以 a 一 0 一 c. 

4. 整体 性 

一 般 来 说 ,数学 直觉 是 关于 对 象 的 整体 性 认识 ,尽管 这 并 非 是 一 幅 毫 无 遗漏 的 图画”， 
它 的 某 些 细节 甚至 可 能 是 模糊 的 ,但 是 , 它 却 清楚 地 表明 了 事物 的 本 质 或 问题 的 关键 .下 面 
用 一 个 浅显 的 例题 说 明 直 觉 的 整体 性 . 

例 4.4 3 个 空 瓶 可 换 回 1 瓶 汽水 , 某 人 现 有 10 瓶 汽 水 ,他 不 再 添 钱 ,最 多 还 可 喝 上 几 瓶 
汽水 ? 

分 析 “一般 思路 是 按照 已 知 条 件 逐 一 兑换 ,第 一 次 有 10 个 空 瓶 ,可 换 3 瓶 汽水 , 剩 1 个 
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空 瓶 ;第 二 次 有 4 个 空 瓶 ,可 换 1 瓶 汽水 , 剩 1 个 空 瓶 ;第 三 次 有 2 个 空 瓶 , 可 借 1 个 空 瓶 , 换 来 
1 瓶 汽水 , 喝 后 还 回 一 个 空 瓶 ,一共 可 喝 上 3 十 1 十 1 王 5( 瓶 ). 这 个 算术 解法 将 细节 展示 无 遗 ， 
第 三 次 兑换 时 ,还 需要 一 点 小 机 智 ,而 这 点 机 智之 所 以 可 行 ,恰好 在 于 它 抓 住 了 问题 的 本 质 ， 
继续 的 分 析 会 将 其 揭示 出 来 . 

Wh 


本 题 还 可 以 设 最 多 还 可 喝 上 工 瓶 汽水 , 则 共有 (10 十 工 ) 个 空 瓶 , 按 兑换 条 件 有 一 宇 


工 , 解 得 x 二 5 瓶 .这 个 方程 解法 已 经 不 拘泥 于 细节 ,而 是 直接 抓 住 问题 的 本 质 了 , 且 整 个 过 程 
是 合乎 逻辑 的 . 

有 没有 出 奇 制胜 的 解法 呢 ? 我 们 看 到 由 兑换 条 件 “3 个 空 瓶 可 换 回 1 瓶 汽水 ”, 本 质 上 就 
是 2 个 空 瓶 可 换 回 1 个 瓶 里 的 “汽水 ”, 所 以 10 个 空 瓶 可 换 回 10 二 2=5( 瓶 ) 瓶 里 的 “汽水 ”这 
个 解法 多 少 有 点 令 人 兴奋 ,因为 它 透 过 现象 直接 抓 住 已 知 条 件 的 “本 质 ”, 如 果 没 有 良好 的 整 
体 直 觉 ,是 很 难产 生 这 种 直接 抓 实质 的 念头 的 . 

综 上 所 述 ,在 解 题 过 程 中 ,人 们 依据 直觉 ,通过 观察 类比、 想象 ,猜想 及 审美 等 对 问题 作 
出 判断 、 猜 想 或 假设 .直觉 可 让 我 们 迅速 解决 问题 , 它 往往 会 成 为 解决 问题 的 关键 因素 . 


第 二 节 ” 解 题 直觉 的 呈现 


对 不 同 的 人 来 说 ,直觉 有 不 同 的 反映 或 表示 方式 ,同一 个 人 不 同时 间 对 于 不 同 对 象 的 直 
觉 也 不 尽 相同 .一 般 来 说 ,数学 解 题 中 的 直觉 的 呈现 主要 有 以 下 几 种 方式 . 


一 、 在 探寻 解法 过 程 中 突现 灵感 


波 利 亚 认为 ,虽然 解决 重大 问题 是 一 个 重大 发 现 ,但 求解 任何 问题 都 是 一 个 发 现 ,哪怕 
是 点 滴 的 发 现 .他 把 这 个 发 现 中 的 突然 进展 称 为 “好 念头 ”, 我 们 现在 称 之 为 直觉 . 波 利 亚 说 他 
的 “怎样 解 题 ” 表 中 的 所 有 问题 和 建议 都 与 好 念头 有 关 . 他 还 说 , 冒 出 一 个 好 念头 是 一 种 “ 灵 
感 活动 ”. 虽 然 每 个 人 都 体验 过 好 念头 的 出 现 , 但 只 能 心领神会 而 难以 言传 , 因为 它 往往 是 
“潜意识 ”工作 的 结果 . 

在 发 现 数学 问题 解法 的 过 程 中 .数学 直觉 起 了 重要 的 作用 .虽然 直觉 思维 过 程 是 认识 上 的 
一 个 飞跃 ,但 这 种 飞 路 并 不 全 是 爆发 性 的 “顿悟 ”. 例 如 , 面 对 某 一 事物 迅速 留 下 的 印象 或 作出 的 
判别 ,许多 都 不 具有 明显 的 爆发 性 ,并 不 能 将 其 称 之 为 “灵感 ”或 “顿悟 ,但 仍然 属于 直觉 思维 
的 范围 .只 是 灵感 在 解决 问题 时 的 突然 点 破 ,所 获得 的 结果 更 令 人 兴奋 ,因而 更 引 人 注 目 喷 了 . 


例 4.5 ” 若 两 个 等 差 数列 {a,) 、{2,} 的 前 项 和 分 别 为 A, 和 B。 . 且 满 趾 全- = 和 ¥ + 


an 


(nE€ N+), 则 二 ~ 的 值 是 
11 


分 析 直接 计算 4 ,或 者 通过 题目 所 给 条 件 人 "一 十 和 ,代入 一 11, 者 不 能 得 到 解 是 


的 结果 .然而 ,在 探究 的 过 程 中 ,注意 到 一 个 概念 一 一 等 差 数 列 , 可 能 会 在 脑海 里 闪现 出 一 个 


念头 ,an 一 生 二 人 .0 一生 二 4 ,从 这 里 出 发 ,再 令 % 一 21 ,问题 便 容易 解决 了 .事实 上 ， 
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21(al 十 az2) 
al 2an al 十 aa 加 Az 3X21 十 2 65 
bu 2bu bitba 21(0 十 pa) Ba 2X21 十 1 43” 
2 


例 4.6 集合 |23， 固 品 吾 


17 
素 集 取 元 素 本 身 ) 之 和 是 3 
分 析 看 似 复杂 的 题目 , 随 着 单元 素 集 、 两 元 素 集 的 尝试 ,就 会 感觉 到 在 所 有 子 集中 存 


在 一 个 特殊 的 元 素 一 1, 当 出 现 23, 一 34,57, 了 ,86， 一 75, 单元 素 集 时 ,只 要 取 其 中 任 一 个 


,86， 75 ,了 ， 中 的 每 个 非 空子 集 的 元 素 乘积 (单元 


数 与 一 1 搭配 ,形成 的 乘积 正好 是 原来 数 的 相反 数 .以 此 类 推 ,可 以 得 到 23, 一 34,57, 卫 ,86， 


一 5 中 任意 几 个 数 的 乘积 ,必定 存在 一 个 相反 数 , 相 加 之 后 正好 为 0, 最 后 只 剩 下 一 个 数 ， 
也 就 是 一 1. 所 以 原 题 的 答案 是 一 1. 
二 、 在 演绎 推理 过 程 中 超越 规则 


在 数学 发 现 中 , 当 演 绎 推理 与 直觉 交织 在 一 起 时 ,一 般 不 是 依 三 段 论 规则 按 步 解 题 ,而 
是 采用 比较 迅速 比较 “自由 ”的 方式 解 题 .这 里 ,通常 有 两 种 情况 :一 种 是 诛 有 逻辑 程序 的 简 
化 和 压缩 ,多 表现 为 在 大 脑 中 迅速 检索 到 一 种 “思维 块 " 并 直接 作出 判断 ,把 它 展 开 也 可 分 解 
为 连续 的 三 段 论 的 推理 链 ; 另 一 种 是 推理 链 中 包含 有 不 合 三 段 论 规则 的 环节 .成 功 地 作出 这 
些 判断 ,就 是 直觉 起 作用 的 结果 . 

例 4.7 已 知 函 数 f(z) 对 于 一 切实 数 z .wy 都 及 (z 十 y)=FGz) 十 F(y) 成 立 , 且 当 
工 二 0 时 , 恒 有 jz) 一 0, 试 判断 函数 FCz ) 的 单调 性 . 

分 析 “从 题目 条 件 中 可 以 推出 : 任 取 zi zs ,使 得 zi 二 zs , 则 zs 一 zi 二 0, 所 以 zs 一 
zi) 三 0. 而 结论 则 是 要 判断 f(z1) 入 zs) 之 间 的 大 小 关系 ,两 者 好 像 差距 甚 远 . 从 * 对 于 一 
切实 数 zy 都 有 jz 十 y)=Fz) 十 F(Cy) 成 立 ”这 一 条 件 出 发 ,如 果 能 够 得 出 


f= FD = = 一 部 站 < 有 


所 以 jzs) 二 FFzi) ,函数 Fz) 在 R 上 单调 递减 . 据 此 ,探索 能 不 能 证 明 F( 一 z)= 一 f(z)? 
可 先 计算 出 (0), 顺 着 这 样 的 思路 继续 下 去 ,本 题 也 许 能 够 得 到 解决 .事实 上 ,f(0) 一 0. 再 由 
Frz 一 2 一 (xz) 十 太一 zz 得 一 z) 一 一 xz)， 

因此 ,在 直觉 的 创造 性 思维 中 , 非 演 绎 的 或 超越 演绎 规则 的 思维 不 仅 是 允许 的 ,甚至 是 
“合理 ”和 必要 的 .数学 发 现 极其 需要 思维 的 跳跃 ,从 对 象 甲 跳 到 对 象 乙 , 乃 至 跳 到 对 象 丙 和 
对 象 丁 ,这 样 才 有 可 能 发 现 已 有 的 知识 系统 中 所 没有 包含 的 新 东西 . 


三 、 在 归纳 总 结 过 程 中 跳跃 进程 


与 演绎 推理 不 同 , 不 完全 归纳 推理 只 是 一 种 合 情 推 理 . 波 利 亚 认 为 ,虽然 数学 家 的 创造 
竹 工 作成 果 是 论证 推理 , 即 证 明 ,但 这 个 证 明 是 通过 合 情 推 理 和 猜想 而 引发 的 .他 还 说 ,只 要 


rs 
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数学 的 学 习 过 程 稍 能 反映 数学 的 发 现 过 程 ,那么 就 应 当 让 和 猜测, 合 情 推 理 占有 适当 的 位 置 . 
例 4.8 已 知 数列 {a,) 的 首 项 al 二 1, 且 有 a 二 这 个 数列 的 通 项 公式 . 


分 析 “对 于 熟悉 数列 各 种 解法 的 人 来 说 ,本 题 很 简单 ,采用 倒数 法 即 可 .事实 上 ,由 a+ 一 
és sn 1 el 1 |! 1 


得 1 十 一 ， 1, 然后 利用 等 差 数 列 通 项 公式 ,很 快 求 得 
det mi an Ca Re Us 

了 2 

而 对 一 个 刚 开始 学 习 数列 的 人 来 说 ， EGG 
aa 一 了 ,as 一 言 '44 一 工 ,…" ,直觉 猜想 出 本 题 结论 应 当 是 c, 一 二 . 


正如 波 利 亚 所 指出 的 ,作为 合 情 推 理 的 特殊 情况 的 归纳 , 它 的 作用 本 身 还 存在 很 多 争 
议 .这 是 因为 ,我 们 根本 不 可 能 仅 由 形式 逻辑 意义 上 的 归纳 推理 就 能 实现 数学 发 现 .一 个 普遍 
性 判断 包含 了 被 归纳 的 事实 中 所 没有 的 内 容 , 因 而 在 由 几 个 单 称 判断 归纳 出 一 个 新 的 全 称 
判断 时 ,归纳 进程 必然 会 存在 跳跃 . 

数学 发 现 也 不 可 能 局 限于 这 种 从 一 个 个 单个 陈述 跳 到 普遍 陈述 ,而 是 可 能 在 对 事物 的 
观察 中 ,根本 就 没有 这 种 结论 的 陈述 .这 些 用 形式 逻辑 解释 显得 无 能 为 力 的 地 方 ,只 能 视 为 
直觉 思维 创造 的 结果 .因此 ,在 处 理 数学 问题 时 ,无 论 是 把 问题 特殊 化 ,还 是 把 特殊 化 的 问题 
化 回 到 原来 的 一 般 问题 ,都 需要 直觉 的 跳跃 . 


四 、 在 解 题 联想 过 程 中 不 落 窜 日 


依据 解 题 中 的 相关 对 象 或 相似 因素 ,或 熟悉 的 解 题 模式 ,人 们 在 解 题 中 常常 会 作出 不 
落 案 白 的 跳跃 式 的 自由 联想 .但 是 ,数学 发 现 中 所 用 的 联想 ,同样 不 可 能 是 形式 逻辑 中 所 
说 的 由 现成 的 前 提 就 可 以 得 出 结论 的 推理 .事实 上 ,无 论 是 由 原 象 联想 类 比 象 ,还 是 基于 
某 种 已 知 因素 探寻 合适 的 解 题 模式 ,都 是 具有 很 大 跳跃 性 的 直觉 判断 ,根本 无 法 用 形式 逻 
辑 解释 清楚 .因此 ,在 数学 发 现 中 运用 过 往 的 经 验 时 ,我 们 可 以 发 散 思 维 ,而 无 须 受到 某 种 
思维 束缚 . 


六 全 宇和 下 2014 
网 册 W0 二 记 有 堵 5 | rT |: RS 
分 析 “本题 若 直接 求 和 难度 较 大 .在 本 书 第 三 章 例 3.5 和 例 3.13 中 都 曾 讨论 过 这 一 题 
型 ,由 此 我 们 也 许 会 受到 某 种 启发 .观察 所 求 和 式 发 现 :f (xz) 中 的 自 变量 分 别 满足 


1 ,2014 2 ,2013 .._1007, 1008 
2015 2015 2015 2015 2015 2015 
一 步 作出 推测 ,是 否 存 在 关系 式 : 
fl 2013 1007 1008) 
/ (as) l /人 人 (a)+7 (BE) /+ 常数 ， 


2015— RY i 
wm /as)+/( 有 -= 尝 数 Q ses 1007) 这 直觉 猜测 使 解 题 思路 明朗 了 .由 题 设 
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条 件 不 难 推 得 [55] 十 了 (222 


据 此 ,可 以 类 比 高 斯 求解 “1 十 2 十 3 十 … 十 100” 的 倒序 相 加 法 ,有 
s=s(ss) + i) + 0) 
a 


两 式 相 加 可 得 ,2S = 二 2014, 所 以 S 一 1007. 


j=1a <k < 1007). 


第 三 节 ” 解 题 直觉 的 捕获 


直觉 会 瞬间 消逝 ,那么 我 们 如 何 捕 捉 解 题 直觉 呢 ? 以 下 几 个 途径 对 于 我 们 在 解 题 中 运 
用 直觉 具有 十 分 重要 的 意义 . 


一 、 透 视 原 题 背景 形成 直觉 


许多 问题 的 解决 往往 要 通过 仔细 的 观察 分 析 ,发 现 问题 各 个 环节 中 的 联系 ,尤其 是 要 透 
过 问题 的 表象 ,直觉 捕捉 问题 背后 蕴藏 的 数学 知识 点 与 数学 思想 方法 ,真正 感知 到 编 题 者 命 
题 的 意图 所 在 ,为 顺利 解决 问题 奠定 基础 . 

例 4.10 。 设 ， 为 正 整 数 ,证 明 :2 之 Cs, << 2 

分 析 看 到 这 个 问题 ,可 能 会 觉得 很 难 ,不 知道 怎么 下 手 , 而 且 如 果 企 图 通过 演算 求解 ， 
一 定 非 常 繁琐 .通过 对 原 题 的 仔细 观察 不 难 发 现 ,C2 为 (zx 十 y)” 展开 式 的 第 (n 十 1) 项 的 系 
数 模式 ,所 以 直觉 可 以 使 用 二 项 式 定 理 证 明 .通过 观察 发 现 , 这 个 题目 会 用 到 二 项 式 定 理 的 
相关 知识 ,那么 下 面 应 该 怎么 做 呢 ? 由 这 一 直觉 出 发 ,我们 把 解 题 思路 向 下 延伸 . 

( 工 十 y)2 一 Coz2 十 Crzarly 十 十 Cozny 十 十 C2y2 ， 

其 中 ,Cs 为 二 项 式 展开 式 中 的 最 大 系数 . 令 zx 二 y 二 1, 又 因 


全 十 也 三 Ca 十 G5 十 癌症 G8 二 记 二 GR 寺 2C%; 


在 此 大 背景 下 ， 可 得 出 2 -< < 


例 4.11 设 a E€ -ei 这 0, 均 有 [(a 一 1)zx 一 1](x’ 一 azx 一 1) 宇 0, 求 a 的 值 或 取 
值 范 围 . 

分 析 ”本题 按照 一 般 思路 可 分 两 种 情况 . 

0) 本 一 1])z 一 I1 委 0， 


无 解 ; 
二 05 


bP i 
© 人 ”二 “无 解 . 


Zr2 一 az 一 1 羡 0， 
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受 经 验 的 影响 ,可 能 会 认为 本 题 是 错 题 或 者 解 不 出 本 题 .事实 上 ,观察 本 题 已 知 条 件 , 可 
能 看 到 本 题 的 背景 源 自 两 个 简单 的 函数 之 积 , 一 个 是 一 次 函数 yi 一 ( 一 1)zx 一 1, 一 个 是 二 
次 函数 ys =z 一 az 一 1. 从 这 两 个 函数 入 手 ,我 们 分 别 作出 它们 的 函数 图 象 ,很 快 可 以 分 析 
得 到 这 两 个 函数 都 过 定点 P(0, 一 1). 

1 


po 考察 丽 数 y 一 (4 一 Dz 一 1: 令 一 0 得 M[ 二 :0] 通过 讨 


论 可 以 发 现 a 二 1; 考察 函数 y, 一 x 一 ax 一 1, 因 为 x 二 0 时 均 有 
Di=(C-Dx-L [(a 一 Dz 一 1j(r?: 一 az 一 1) 之 0, 所 以 ys=zx ?一 az 一 1 过 点 


a 


2 
ml 1 .0] .如 图 4.3 所 示 .代入 得 人 
Wy 在 一 全 w—1 
3 
图 4.3 得 “一 到 或 < 一 0( 售 去 ). 


本 题 在 真正 实施 求解 时 ,为 体现 解 题 的 完整 与 规范 ,首先 要 进行 分 类 ,把 a 分 为 两 类 , 即 
4 三 1 和 a 天 1 两 种 情况 讨论 . 

综 上 所 述 , 对 于 一 个 比较 难 的 问题 ,我 们 只 要 把 它 还 原 到 其 所 在 的 大 背景 下 审视 就 会 容 
易 多 了 . 


二 、 数 形 结合 产生 直觉 


华罗庚 说 过 :“ 数 缺 形 时 少 直观 , 形 离 数 时 难 入 微 .” 数 与 形 是 相辅相成 的 ,在 一 定 的 条 件 
下 可 互相 转化 .通俗 地 理解 数 形 结合 ,就 是 使 某 些 几何 问题 转化 为 代数 问题 , 某 些 代数 问题 
可 用 更 为 直观 的 几何 图 形 解决 . 数 形 结合 是 数学 中 常用 的 思想 方法 .在 解 题 中 经 常用 到 数 与 
形 的 转换 ,通过 数 形 结合 构造 某 种 数学 形式 ,使 数学 条 件 和 结论 的 关系 很 清晰 地 表现 出 来 ， 
从 而 使 问题 得 到 解决 . 

例 4.12 设 0 过 a 二 地 , 解 关于 zx 的 方程 :x? 十 2ax 二 证 a /ja2 十 了 天. 

分 析 ”本题 如 果 直 接 去 掉 这 个 方程 的 根 号 ,将 化 为 一 个 系数 含有 参数 a 的 四 次 方程 ,不 
易 求 解 .直觉 告诉 我 们 可 以 考虑 借助 函数 的 图 象 分 析 , 也 就 是 把 方程 两 边 看 作 x 的 函数 


yz: 十 2az 十 去 ， OO 
= 一 “十 ,je 二 一 工 @ 
y=—a i 

试图 求 出 它们 的 图 象 的 交点 的 横 坐 标 . " 


两 个 函数 的 解析 式 的 形式 有 某 些 相似 ,启发 我 们 将 @ 式 进行 变 
形 ; 得 过 一 % 干 2oy 十 元 .函数 图 象 如 图 4.4 所 示 . 


由 此 可 得 知 ,函数 @ 的 图 象 与 函数 @ 的 部 分 图 象 关于 直线 y= 一 + 可 < 
对 称 ,它们 的 交点 在 第 一 象限 ,位 于 直线 y 一 zx 上 . 
仔细 观察 这 些 图 象 .就 可 能 产生 这 样 的 念头 :为 什么 一 定 要 求 函 数 图 44 
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中 与 函数 @ 的 图 象 的 交点 呢 ? 难道 求 函 数 @ 的 图 象 与 直线 y 二 zx 的 交点 不 是 一 样 的 吗 ? 在 
这 当中 类 比 了 反 函 数 的 一 般 性 质 , 于 是 解 方程 x? 十 2az + 十 一 工 , 得 到 原 方程 的 两 根 为 zi 一 


1 一 2 I 一 2 1 

2 + 家 16° 
例 4.13 已 知 复数 = 满足 |z 一 2 一 2i|=V2 , 求 z 的 模 的 最 大 值 . 最 小 值 . 
分 析 ”|x 一 2 一 2i| 表 示 复 数 > 对 应 的 点 到 复数 2 十 2i 对 应 的 点 之 


间 的 距离 ,因此 满足 |z 一 2 一 2i|=V2 的 复数 x 对 应 的 点 Z, 应 在 以 
(2,2) 为 圆心 ,以 V2 为 半径 的 圆 上 ,如 图 4.5 所 示 . 而 |z | 表示 复数 > 对 
应 的 点 2Z 到 原点 O 的 距离 .显然 , 当 点 Z、 圆 心 C \ 点 O 三 点 共 线 时 ， 
|z| 取 得 最 值 ,此 时 |z | ms 二 V2 ,|z | mx 一 3V2. 
本 题 还 可 以 令 z==a 十 bi, 利 用 代数 思想 求解 模 的 最 值 .但 是 利用 复 
数 的 几何 意义 ,借助 数 形 结合 是 解决 本 例 复数 最 值 问 题 最 有 效 的 途径 ， 
它 将 代数 问题 转化 为 几何 问题 ,求解 直观 、 形 象 , 优 化 了 解 题 过 程 . 
例 4.14 已 知 y>=Fz) 是 定义 在 R 上 的 增 丙 数 ,函数 y 二 f(z 十 1) 的 图 象 是 关于 点 
(一 1,0) 对 称 , 则 当 (x? 一 6z 十 21) 十 f(y 一 8y) 二 0 时 , 求 xz? 十 y? 的 取 值 范围 . 
分 析 由 题目 很 容易 可 以 看 出 y= 二 f(z ) 是 定义 在 R 上 的 奇 函 数 , 且 为 增 函 数 .根据 已 知 
2 条 件 ,F(z: 一 6z 十 21) 二 一 f(y 一 8y), 我 们 容易 推导 出 这 样 
的 结论 :x ?一 6z 十 21 十 y’ 一 8y 二 0, 这 是 一 个 二 元 二 次 不 等 
c 式 , 所 以 我 们 无 法 求 出 x 和 > 的 具体 值 . 再 看 所 要 求 的 是 


a Zz? 十 y* 的 取 值 范围 ,所 以 这 题 我 们 没有 必要 求 出 x 和 y 的 具 


~ 体 值 . 

| 由 直觉 我 们 猜想 它 可 能 和 圆 有 关 , 再 仔细 分 析 题 目 可 以 
看 出 ,x 一 6x 十 21 十 y? 一 8y 二 0 可 以 写成 (x 一 3)? 十 (y 一 
4) 二 4, 它 表示 以 (3,4) 为 圆心 ,以 2 为 半径 的 圆 的 内 部 ;而 
Zz? 十 y? 可 以 看 成 是 以 (0,0) 为 圆心 ,以 > 为 半径 , 求 半径 平 
方 的 问题 .那么 我 们 可 以 利用 数 形 结合 将 本 题 构造 成 圆 的 问 
题 ,如 图 4.6 所 示 . 
易 知 , 当 两 圆 外 切 时 ,zx? 十 y? 可 以 取得 最 小 值 为 9; 当 两 圆 内 切 时 ,x? 十 y* 可 以 取得 最 

大 值 为 49. 由 圆 B 的 圆周 式 可 知 9 和 49 是 取 不 到 的 .由 直觉 思想 及 构造 法 的 运用 ,我 们 可 以 

很 容易 地 求 出 答案 为 (9,49). 


三 、 审 美 赏析 产生 直觉 


对 于 一 个 特定 的 数学 问题 , 在 我 们 寻找 解 题 路 径 时 利用 数学 的 和 谐 美 、 简 单 美 和 奇异 
美 , 有 时 亦 能 收获 特别 的 数学 直觉 .在 和 谐 美的 情境 下 ,追求 统一 性 ,对称 性 \ 不 变性 ,恰当 
性 ;在 简单 美的 情境 下 ,思考 如 何 用 简单 的 原理 、 公 式 概 括 大 量 的 事实 ;在 奇异 美的 感情 下 ， 
人 们 会 涌现 奇特 与 新 颖 的 感受 .所 有 这 些 都 可 能 在 美的 感召 下 ,进发 出 智慧 的 火花 ,这 火花 
就 是 数学 直觉 .因此 ,美感 与 直觉 紧密 相关 ,数学 美的 审视 与 挖掘 是 直觉 思维 的 源泉 ,美的 意 


图 4.6 
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识 能 唤起 和 支配 直觉 . 诚 如 法 国 数学 家 阿达 玛 所 说 ,数学 直觉 的 本 质 是 某 种 “美感 ”或 “美的 
意识 ', “美的 意识 ? 越 强 ,发 现 和 辨别 隐蔽 的 和 谐 关系 的 直觉 也 就 越 强 .” 

例 4.15 设 (5 十 2V6)" ==a, 一 V665,(a,.b,E€ N), 求 证 :a? 一 603 一 1. 

分 析 本题 即 欲 证 : (a, 十 V66, ) (as 一 V65,) 二 1, 直 觉 告诉 我 们 要 构造 5 十 2V6 的 对 偶 
式 5 一 2V6, 由 (5 十 2V6)"=as 一 V6b; 可 知 , (5 一 2V6)"=a, 十 V6b，. 

故 as—66:=(5+2V6)"(5—2V6)"=1. 

例 4.16 求 sin10"sin30”sin50"sin70". 

分 析 设 A 二 sin10"sin30"sin50"sin70", 不 妨 设 它 的 对 偶 式 为 B ==cos10"cos30"cos50” 


cos70 . 


1 1 
由 A.，B= 16sin20 sin60 sin100 sin140” 一 址 cos10 cos30 cos50 cos70 — 16B: 


由 于 B 关 0, 所 以 A =- 元 


例 4.17 ”在 平面 直角 坐标 系 XOY 中 , 若 动 点 PC ,2) 到 直线 1:y 二 zx 和 ls:y 二 一 x 十 2 
的 距离 之 和 为 2V2 , 则 a? 十 b? 的 最 大 值 为 

分 析 ”这 是 江苏 省 苏 北 四 市 (徐州 .连云港 宿迁、 淮安 ) 某 年 高 三 期 末 统考 数学 试题 的 
最 后 一 道 填空 题 ,难度 系数 约 为 0.15, 属 于 难题 . 若 按部就班 地 完整 解 出 答案 是 有 一 定 难度 
的 ,但 是 如 果 我 们 依据 点 到 直线 距离 的 公式 ,对 题 中 条 件 进行 变换 后 ,可 以 将 原 题 转化 为 这 
样 一 道 题 : 


“已 知 |a 一 5| 十 la 十 5 一 2|=4, 求 a? 十 02 的 最 大 值 .” 
这 是 一 道 “ 条 件 最 值 ” 问题 ,容易 发 现 题 中 条 件 式 和 目标 式 都 是 关于 a 2 的 对 称 式 , 凭 借 
以 往 的 解 题 经 验 可 以 得 到 这 样 一 种 直观 的 结论 ; 当 a =b 时 ,目标 式 得 到 最 大 值 或 最 小 值 ,于 
是 我 们 可 以 由 a =5 得 到 


a=6=3 或 a=b6= 一 1; 


当 aw 一 /一 3 时 ,ao 十 02 一 18; 当 w 一 / 1 时 ,a? 十 b? 二 2. 至 此 ,我 们 可 以 直观 地 感知 到 ， 
本 题 的 答案 应 该 是 18. 

当然 ,直观 地 感知 结论 只 能 满足 应 试 要 求 .作为 平常 的 解 题 训练 ,还 需要 对 感知 的 结论 
进行 必要 的 推理 和 演绎 .严格 意义 上 的 推 证 ,可 以 通过 分 类 讨论 去 掉 绝 对 值 分 别 求 出 c、2 的 
值 ,自然 就 可 以 得 到 原 问题 答案 了 . 

例 4.18 设 z1、zxs 是 一 元 二 次 方程 x? 十 x 一 3=0 的 两 个 根 ,那么 zx? 一 473 十 19 的 值 等 
于 ( 站 

A. 一 4 Big GY D. 0 

分 析 ”由 所 求 式 中 的 zi 与 zs 的 位 置 不 对 等 可 想到 , 求 zi 一 473 十 19 的 值 通常 应 有 两 
个 取 值 ,但 各 选项 暗示 取 值 是 唯一 的 .这 说 明 M 一 zi 一 4zi 十 19,N 一 zx; 一 4z? 十 19 是 相 
等 的 . 
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又 由 M 十 N Si 4z? 十 19) LCs 5)(z? 二 zi 一 3) 十 8zi 十 4 二 8(zi 十 
i=1 i=1 
Xs) 十 8 二 0, 得 M=N =0. 
这 是 一 种 配对 解法 ,最 终归 结 为 zx; 十 zs 的 求 值 ,自始至终 有 一 种 审美 直觉 在 调控 着 : 
加 二 次 方程 的 两 根 与 系数 之 间 的 关系 有 对 称 性 ; @ 构 造 配对 M 与 N 有 对 称 性 ; SM 十 N 的 
计算 利用 了 对 称 性 . 
这 一 切 源 于 构 题 时 数字 的 选择 .一 般 地 ,对 二 次 方程 +? 十 pz 十 gq 二 0 的 两 个 实 根 x1、zx;， 
代数 式 M = 二 zx? 十 axr? 十,N 一 zi 十 azi 十 02, 有 
M 二 N=[Czri 十 zs)3 一 3zizrz(zrli 十 z)] 十 aLCzli 十 zz)2 一 2zizro] 十 2 
一 (一 加 十 3pdq) 十 4( 加 2 一 2g) 十 220. 
了 一 页 王 K 一 元 河 一 交 们 和 一 元 条 
一 (zl 一 zz)LCzl 十 zs)2 一 Zizz 一 4Q(Czl 十 zz)] 
=+Vp’—4g(p’:—g+ap)(p’ > 4g). 


—p? 本 多 和 
可 见 ,M 的 取 值 通常 有 两 个 ,但 当 a 2 时 ,只 有 一 个 值 M=N= 6 一 a 


四 、 结 构 相似 产生 直觉 


结构 相似 也 可 以 看 作 是 类 比 构造 . 它 是 从 比较 所 研究 问题 对 象 之 间或 这 些 对 象 与 已 学 
过 的 知识 之 间 存 在 着 的 形式 上 的 相同 或 相似 性 而 受到 启发 ,在 此 基础 上 构造 一 种 兼 有 两 者 
共同 特点 的 数学 形式 ,运用 这 种 数学 形式 的 丰富 内 涵 达 到 解决 问题 的 目的 . 

基于 问题 的 结构 相似 性 ,我 们 在 第 一 章 研 究 了 观察 的 方法 ,在 第 三 章 研 究 了 类 比 的 路 
径 ,这 里 我 们 侧重 于 直觉 对 问题 结构 相似 的 感知 ,以 促进 解 题 思路 的 形成 和 解 题 方 向 的 
确定 . 

例 4.19 设 0 二 a 二 1,0 二 5b 过 1, 试 证 :V0(1 一 06)? 十 a? 十 V(1 一 a)? 十 b? 之 V21. 

分 析 看 到 不 等 式 左边 的 结构 ,有 点 像 两 个 “距离 ”之 和 ,不 妨 写成 ~ 

(一 6 十 (0 一 a》 十 VU 一 a》 十 (0 一 5b) ;右边 V21 像 是 边 长 为 1 的 

正方 形 的 对 角 线 (或 点 (1,1) 到 原点 的 距离 ), 于 是 就 想到 了 构图 ， 
如 图 4.7 所 示 . 

作 正 方形 OABC ,在 正方 形 内 取 一 点 Pl(a.5)( 因 为 0 二 a 二 1,0 二 CO 
2 二 17), 再 用 “三 角形 不 等 式 ”:AP 十 PC 宇 AC 即 可 证 明 . 

例 4.20 车 {a,) 是 由 正 数组 成 的 等 比 数列 ,S, 是 它 的 前 n 项 和 .证 
明 ;S,。， Stz 过 Sshn. 

分 析 ”把 结论 化 为 4S, .Sa 二 (2S,n)? ,其 结构 形式 类 似 一 元 二 次 方程 的 根 的 判别 式 
07 一 4ac ,因此 可 以 尝试 构造 一 元 二 次 方程 解 题 . 

构造 一 元 二 次 方程 


B,D 


S.z2? 十 2S,hz 十 St 一 0. (0 
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因为 S。 是 正 项 数列 前 n 项 的 和 , 故 S。 > 0. 
和 欲 证 Si Sa < Ss 
只 要 证 
(2S.1)’ —4S, » S»z > 0. © 


为 此 ,只 需 证 明 方 程 有 两 个 不 等 实数 根 即 可 . 
当 g 二 1 时 ,不 妨 令 o =1, 则 人 为 


nr? 十 2(n 十 Dz 十 (n 十 2)==0， @ 


即 [nz 十 (2 十 2)](z 十 1) =0. 
可 见方 程 @@ 有 两 个 不 同 的 实数 根 , 即 中 也 有 两 个 不 同 的 实数 根 , 则 四 成 立 . 
当 g 和 1 时 ,方程 四 即 为 


(1g z+21 gq)z+(l—a)=0 


即 (z 十 1)? 一 g"(z 十 gq)?=0; 
显然 , 它 也 有 两 个 不 同 的 实数 根 , 故 @ 成 立 . 
综 上 所 述 ,S,。S,tz 一 Si 


五 、 问 题 变 式 产生 直觉 


有 些 问题 生 朴 隐 史 ,直接 求解 无 从 人 手 .这 时 , 解 题 者 应 对 问题 作 一 番 变 换 处 理 , 并 根据 
对 应 同 构 原 理 ,对 其 进行 恰当 赋 义 ,构造 出 一 个 全 新 的 数学 模型 ,利用 新 获得 的 数学 机 理 , 找 
到 有 效 的 解 题 途径 .这 类 模型 的 构想 往往 超越 了 问题 的 原 有 意境 ,因此 需要 更 为 丰富 的 想象 
力 和 创造 力 ,特别 是 直觉 的 能 力 . 


例 4.21 已 知 w、B (0:3) .cot +eom cot(a 十 B) =V3 , 求 .8 的 值 . 


分 析 ”本题 所 给 的 条 件 是 一 个 含有 两 个 未 知 数 的 三 角 方 程 ,一 般 不 能 确定 w .8 的 值 .让 
我 们 将 已 知 方程 变 式 ,化 成 一 种 特殊 模式 ,诸如 ( )? 十 ( )?*==0 或 者 化 成 一 个 关于 cota 或 
cotB 的 二 元 一 次 方程 ,而 其 判别 式 A 王 一 ( )?, 以 此 探索 解 题 的 有 效 路 径 . 


事实 上 ,我 们 可 利用 两 角 和 的 余 切 公式 代 换 cot(a 十 B) ,将 方程 化 成 cot?a 十 (co 一 


和 


V3 ) eota 十 cot28 一 V3 cotB 十 1 二 0. 关 于 cota 的 一 元 二 次 的 判别 式 为 A=—(V3cotB—1) 由 
题 意 知 A 二 0, 由 此 可 求 得 8 的 值 ,进而 求 出 a 的 值 . 
六 、 反 思 回 顾 产生 直觉 


我 们 解 题 后 的 反思 是 一 个 必要 的 过 程 . 波 利 亚 曾 精辟 地 指出 : “没有 任何 问题 可 以 解决 
得 十 全 十 美 ,总 剩 下 些 工作 要 做 .” 有 时 我 们 虽然 把 题目 做 出 来 了 ,但 并 不 能 确认 做 得 正确 与 
否 , 也 许 会 寻求 男 一 条 路 径 解 题 . 比 如 ,我 们 时 常会 考虑 用 数 形 结合 检测 答案 是 否 正 确 .这 一 
不 同 于 原本 解 题 的 路 径 就 是 直觉 ,这 一 直觉 不 仅 对 修正 与 完善 解 题 过 程 有 作用 ,而 且 对 于 提 
高 解 题 者 的 解 题 能 力也 有 着 特别 重要 的 意义 . 
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例 4.22” 若 实数 zwy.z.t 满 足 1<x 过 y 达 xz 之 1 过 10000, 求 二 十 元 的 最 小 值 . 


分 析 题目 本 身 并 不 难 .但 很 多 人 拿 到 这 道 题目 后 的 第 一 感觉 就 是 无 从 下 手 .应 该 怎么 
处 理 呢 ? 可 以 先 蒙 再 算 , 抓 矛 盾 焦 点 ! 


题 中 让 我 们 求 > 十 二 的 最 小 值 ,其 实 一 个 非常 简单 的 思路 就 是 让 分 子 x .= 最 小 ,让 分 母 


yt 最 大 ,由 此 可 以 得 到 三 十 三 之 SE 1 但 是 这 样 的 结果 显然 不 对 , 那 矛 盾 


t 7 10000 10000 5000 
在 什么 地 方 呢 ? 

由 已 知 中 所 给 的 条 件 1 三 x 三 y 三 zt 三 10000 不 难 发 现 : 当 xz 和 x 取 到 最 小 值 1 时 ， 
我 们 立马 就 能 得 出 1 三 y 三 1, 即 y=1. 同 理 , 当 y 和 zt 取 到 最 大 值 10000 时 ,x 也 会 等 于 10000. 
也 就 是 说 ,因为 x 、z 和 yt 是 交叉 不 等 的 ,我 们 不 能 同时 把 它们 进行 放 缩 . 当 我 们 找到 这 个 矛 
盾 点 时 ,正确 的 方法 自然 就 出 来 了 . 


我 们 可 以 先 只 对 xz 放 缩 ,得 到 工 十 三 之 工 十 -二 .对 于 y、z, 我 们 不 妨 研究 =. 显 然 ， 
y £7 y 10000 


若 将 = 放 缩 到 1, 则 y==1, 跟 前 面 的 矛盾 一 样 ,所 以 x 的 最 小 值 只 能 是 y. 原 来 这 道 题 就 是 把 均 
值 不 等 式 改编 了 一 下 . 


范 到 | z 1 y 了 1 
ss > Ss 俊 y 
y ty 十 10000 之 y 十 10000 > 2/ 10000 一 80 


所 以 ,在 很 多 时 候 , 如 果 我 们 拿 到 题目 后 没有 感觉 ,甚至 读 不 懂 题 时 ,不 如 先 蒙 一 蒙 , 找 
到 最 简单 的 情况 ,然后 通过 矛盾 点 挖掘 题目 背后 的 东西 ,这 也 是 一 种 常见 的 做 创新 题 的 
办 法 . 

例 4.23 ” 若 实数 ai ,az asia :aiyas 满足 


l1<al<a as Sa Cam am 10”, 


则 竺 十 至 十 至 十 … 十 和 = 的 最 小 值 为 
as as as Qon 

分 析 ”依据 例 4.22 的 分 析 与 解答 ,在 本 题 中 ,我们 首先 可 以 把 w; 放 到 最 小 ,把 ax 放 到 
最 大 ;如 果 us 放 缩 到 ai , 则 as 只 能 等 于 ai ,此 时 ,二 只 能 等 于 1, 不 是 最 小 值 ,所 以 as 只 能 放 


缩 到 a; ;把 所 有 的 项 都 进行 这 样 的 处 理 , 不 难得 出 
a a mm /1 n 
i | dz2n a a | Ba 10™ 和 10” 100” 
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当 我 们 在 解决 某 些 数学 问题 时 ,往往 会 陷入 这 样 一 个 误区 ,就 是 过 分 依赖 于 程式 化 的 解 
题 策略 ,缺少 灵活 性 ,不 懂得 变通 创新 ,也 就 使 得 很 多 人 在 学 习 数 学 及 解决 数学 问题 时 遇 到 
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很 多 困难 ,而 如 果 利 用 好 直觉 思维 及 构造 法 ,我们 在 研究 解决 数学 问题 时 会 变 得 异常 简单 ， 
这 样 不 仅 能 让 数学 问题 变 得 简洁 明快 ,还 可 以 增强 学 习 数 学 的 自信 心 ,激发 数学 学 习 的 更 大 
兴趣 . 
一 、 基 于 数学 直觉 顺藤摸瓜 

笛 卡尔 把 数学 推导 看 作 “ 一 条 结论 的 链 ”” 一 条 相继 的 步 又 序列 ”, 强 调 每 一 步 上 的 直觉 
洞察 力 .无 独 有 偶 , 庞 加 莱 也 曾 从 * 序 ”的 角度 谈 整体 把 握 , 他 认为 ,一 旦 直觉 到 这 个 序 , 就 再 
也 不 必 害 怕 会 忘掉 任何 一 个 元 素 ,以 至 于 一 眼 就 能 领悟 出 整个 推理 .由 此 可 见 , 解 题 时 ,要 从 
整体 上 把 握 推理 过 程 , 把 握 好 推理 的 一 列 序 、 一 条 链 , 顺 着 这 个 序 .这 条 链 ， 顺 茧 摸 瓜 ", 也 许 
会 成 功 地 发 现 解 题 思路 . 


例 4.24 已 知 y 一 3z2: 十 /arcsinz 一 部 十 工 一 2, 求 log,y 的 值 . 


分 析 ”对 于 该 题 如 果 不 假 思 索 , 直 接 进行 对 数 运算 是 无 效 的 .为 有 效 地 推导 ,必须 先进 行 
直觉 判断 .事实 上 ,考虑 偶 次 根 式 被 开 方 数 不 小 于 零 ,就 可 以 发 现 题 设 隐 含 了 条 件 :arcsinz 一 


到 过 0; 再 考虑 反正 弦 坝 数 的 值 域 :| arcsinz |< 二, 本 题 就 不 难 解决 了 


例 4.25 ”如 图 4.8 所 示 , 已 知人 ABC 是 等 边 三 角形 ,D、E 分 别 是 BC、AC 边 上 的 点 , 且 


BD 一 了 BC,CE = 了 4C'4D 与 BE 相交 于 点 P. 求 证 :CP | AD. 
关 分 析 观察 题 中 条 件 结论 及 图 形 的 结构 特征 ,借助 直觉 洞察 力 ,我 们 


可 以 推测 解决 问题 的 “ 序 ”: 证明 人 ABD 旦 八 BCE; @ 证 明 PD、C\E 
四 点 共 圆 ; @ 证 明 CD 是 四 边 形 PDCE 的 外 接 圆 的 直径 ; @ 证 明 DE | 
/4 \ EC( 即 人 DEC 为 直角 三 角形 ), 从 而 得 证 CP | AD. 
B Dy 事实 上 ,这 的 确 是 一 条 有 效 的 序 .根据 这 个 序 ,我 们 就 有 了 解 题 思路 ， 
图 4.8 只 要 一 步 一 步 推导 ,一步 一 步 证 明 ,就 能 顺利 地 解决 问题 . 
例 4.26 ” 自 屿 nn 边 形 内 一 点 向 各 边 作 高 .求证 至 少 有 一 个 垂 足 在 其 边 上 而 不 在 边 的 延 
奖 线 正 . 
分 析 如 图 4.9 所 示 , 自 凸 n 边 形 内 一 点 O 向 各 个 方向 作 高 ,等 距 的 
高 都 在 同一 圆周 上 ,一 圈 一 圈 向 外 膨胀 的 同心 圆 隐 示 着 一 条 逐渐 加 长 的 
高 线 ,直觉 告诉 我 们 ,首先 遇 到 的 切线 不 会 在 延长 线 上 ,因为 同心 圆 由 多 
边 形 内 到 多 边 形 外 必定 要 经 过 多 边 形 的 边 .当然 这 也 是 一 个 直觉 经 验 ( 严 他 
格 的 论证 要 用 到 连续 公理 ). 2 
所 以 ,直觉 的 结论 是 第 一 个 切 点 必 为 所 求 ,这 是 直觉 对 结论 的 发 现 . 
那么 ,如 何 证 明 这 个 结论 呢 ? 我 们 继续 进行 解 题 思路 的 直觉 探索 . 
如 图 4.9 所 示 ,同心 圆 首 先 与 多 边 形 的 AB 边 相 切 于 互 ,这 意味 着 点 O 到 各 边 的 距离 中 
OH 最 短 , 这 是 一 个 有 价值 的 认识 (极端 原理 的 应 用 将 由 此 开始 ). 但 是 ,又 怎么 说 明 五 在 线 
段 AB 上 呢 ? 
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回想 “点 在 线 上 ”的 种 种 证 明 方 法 ,最 便于 操作 的 是 解析 几何 :验证 点 的 坐标 为 直线 方程 
的 解 .但 在 这 个 例子 中 ,坐标 法 似乎 表现 不 出 优越 性 .此 外 ,OH 的 最 小 性 又 怎么 体现 出 来 
呢 ? 问题 依然 一 手 , 思 路 有 中 途 受 阻 的 危险 . 

正 难 则 反 ! 这 又 是 一 个 直觉 念头 .如 果 矿 在 AB 的 延长 线 上 ,OH 就 六 
不 会 是 0 到 AB 的 最 短 距离 ,这 会 引起 矛盾 ,但 是 ,如 何 解决 矛盾 呢 ? DG 

暂时 还 不 知道 ,然而 ,不管 怎 么 说 ,我 们 至 少 有 路 可 走 了 .于 是 ,我 们 
试 着 作 图 :O 在 形 内 ,H 在 形 外 ,连结 O 玉 ,还 是 没有 证 出 来 .这 些 作废 的 1 
图 形 向 我 们 显示 ,OH 必 与 某 一 边 相 交 , 对 这 一 边 来 说 ,OH 是 斜 线 , 由 斜 图 4.10 
线 不 小 于 垂 线 便 构成 矛盾 ,如 图 4.10 所 示 , 这 可 能 还 是 一 个 直觉 . 

证 明 自 边 形 内 任 一 点 O 向 各 边 作 高 ,其 中 必 有 一 条 最 短 的 . 记 O 到 AB 的 距离 OH 
最 短 (极端 原理 ) , 则 垂 足 玉 在 线段 AB 上 而 不 在 边 的 延长 线 上 .车 不 然 ,有 H 在 AB 的 延长 线 
上 .如 图 4.10 所 示 , 则 由 形 内 O 到 形 外 五 作 连 线 ,OH 必 与 某 一 边 相 交 , 记 OH 与 CD 交 于 E， 
记 O 到 CD 的 高 为 0G, 则 OG 二 OE 二 OH. 这 与 OH 的 最 小 性 矛盾 . 故 互 不 在 AB 的 延 
长 线 上 . 


二 、 基 于 数学 直觉 浮现 例题 


波 利 亚 说 过 ,为 解 题 ,我 们 必须 回忆 各 式 各 样 的 基本 事实 ,回忆 以 前 解答 过 的 问题 .已 知 
的 定理 和 定义 .从 我 们 的 记忆 中 汲取 相关 的 内 容 可 称 为 “动员 ”. 在 考察 问题 过 程 中 ,如 果 洞 察 
到 熟悉 的 某 种 模式 或 某 个 例题 ,就 能 引导 我 们 回忆 起 某 些 有 用 的 东西 ,把 相关 的 知识 整合 起 
来 ,帮助 我 们 发 现 解 题 思路 . 

例 4.27 如 图 4.11 所 示 的 “风车 三 角形 ”中 ,AA’=BB’=CC’'=2, 人 AOB’= 人 BOC’ 
COA4 ' =60", 求 证 :SAaos' 十 Saaoc 十 Saocv 二 V3. 

分 析 ”德国 地 球 物理 学 家 魏 格 纳 在 观察 世界 地 图 时 发 现 了 有 些 大 陆 刚好 可 以 拼 在 一 
起 ,由 此 产生 了 大 陆 漂 移 假 说 .本 题 中 , 先 观 察 “风车 三 角形 ”. 它 的 线 长 都 是 那么 整齐 , 它 的 夹 
角 都 是 那么 匀称 ,会 不 会 也 是 一 个 整体 的 “木板 ”经 过 断裂 “ 肚 移 ”而 成 为 “风车 ”? 

经 过 试验 平移”, 如 图 4.12 所 示 ,发 现 果 然 是 边 长 为 2 的 正 AOPQ 被 AABR 尺 割 开 ,再 
“飘移 ”成 一 个 风车 . 

由 SAaos' 十 SAaoc 十 SAocw 过 Saora ,又 Saore = V3 , 即 得 SAaos' 十 Sagoc 十 Saocw 二 V3. 


图 4.11 
图 4.12 


例 4.28 ”如 图 4.13 所 示 , 已 知 二 ACB 一 90",AC 一 8,BC 一 6. 以 C 为 圆心 , 定 长 4 为 半径 
画 圆 , 交 AC、BC 于 已、.F.D 为 EF 上 一 动 点 .连结 4D、BD.CD. 求 :了 AD 十 BD 的 最 小 值 . 
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分 析 ”本题 求 的 是 两 条 线段 之 和 的 最 小 值 ,直觉 想到 是 否 能 将 这 两 条 线段 通过 变换 ,化 
归 到 三 点 共 线 的 问题 上 . 
由 条 件 可 知 ,CD ==4,AC 二 8, 这 里 面包 含 了 一 个 1 : 2 的 关系 ,而 CD、AC 及 要 转化 的 


AD 都 在 人 ACD 上 ,所 以 自然 地 想到 要 构造 相似 三 角形 ,而 且 构造 的 三 角形 的 相似 比 是 
1 : 2, 进 一 步 想到 作 CE 中 点 G ,如 图 4.14 所 示 ,构造 和 DCG 与 AACD 相似 .这 样 就 可 以 把 
AD 转化 为 与 GD 相等 ,到 此 问题 转化 为 三 点 共 线 求 线段 和 的 最 小 值 ,非常 容易 解决 . 


作 从 


例 4.29 设 - 夫 1' 求 下 列 数列 前 ”项 的 和 . 

Ld Er rr" Er 
(1 十 rz)(1 十 r2z) (1 十 r2zr)(1 十 rsz)”“(1 十 rz)(1 二 rz)”， 

分 析 ”这 个 数列 的 通 项 比较 复杂 ,从 分 子 来 看 ,可 能 就 想到 等 比 数列 的 问题 ,但 如 果 连 
续 写 几 项 ,就 会 注意 到 求 和 的 真正 困难 之 处 是 通 分 .接着 仔细 分 析 分 母 的 结构 ,发 现 每 项 的 
分 母 都 是 两 个 因子 的 积 , 且 相 邻 两 项 的 分 母 中 前 者 的 第 二 个 因子 恰 为 后 者 第 一 个 因子 ,于 
是 ,头脑 中 会 闪现 出 一 个 简单 的 类 似 问题 . 

和 和， 


| | a 1 G3 3 )+ (3 3)+ (3 1)+…+ 1) 
1X2 2X3 3X4 n(n 二 1) 1 2 2 3 3 于 nl 


-Nn 
WV 
由 此 便 抓 住 了 解决 上 面 问题 的 关键 ,可 能 又 会 产生 这 样 的 念头 :所 给 数列 的 一 般 项 也 可 
按 分 母 的 结构 拆 分 为 两 个 分 式 的 差 , 且 各 项 相 加 恰好 能 交错 消去 中 间 各 项 .于 是 , 令 
Re A B, 
rd ed Uo Lem 


ntl 
r 


并 用 待定 系数 法 可 求 得 A, 一 了 一 *B, 一 了 一. 
再 根据 A, 二 B, 1, 即 可 得 所 求 数列 前 ”项 和 . 


S Ai B, 机 0 】 
”T+ Ls Tr Tr 
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本 题 运用 类 比 ,借助 直觉 发 现 不 同 对 象 在 功能 \ 结 构 、 形 式 上 的 相同 属性 ,浮现 恰当 的 类 
似 问题 .类 似 问题 虽然 简单 , 却 帮助 我 们 找到 了 解 题 的 关键 ,从 而 发 现 解 题 思 路 . 


三 、 基 于 数学 直觉 整体 把 握 


对 于 有 些 数学 问题 , 若 拘泥 于 细节 方面 的 考察 , 则 难以 突破 ;如 果 从 整体 上 把 握 , 洞 察 某 
些 结构 特征 ,问题 也 就 迎刃而解 了 .直觉 思维 的 一 大 特点 就 是 能 从 整体 上 把 握 考 察 对 象 .就 像 
刘 微 考察 圆 面积 时 , 先 观 察 圆 内 接 正 3X 2" 边 形 的 面积 S, ,他 不 是 着 眼 于 个 别 内 接 正 多 边 形 
的 面积 ,而 是 从 整体 上 把 握 S, 的 变化 趋势 , 凭 直觉 确认 了 “S, 越 来 越 接近 于 圆 面积 ” 


例 4.30 求证 :n XHTT 之 n 十 1 十 了 十 证 二 十 了 (n € No > 1)， 
分 析 ”如 果 用 数学 归纳 法 证 明 , 在 论证 的 第 二 步 ,“ 从 推 到 十 1” 时 ,将 遭遇 很 大 的 困难 . 
如 果 我 们 整体 考察 求证 式 ,不 难 发 现 这 个 等 式 和 均值 不 等 式 Yrarmar 过 和 二 人 二 下 十 后 


在 结构 上 有 相似 之 处 .只 要 把 题 中 不 等 式 的 两 端 都 除 以 ,结构 上 就 更 相似 了 .因此 ,可 将 题 中 不 
等 式 改写 为 


n n 


WiTIT< 二 (+1+ 二 + 二 +… 十 二] 


从 结构 上 来 看 ,我们 必须 设法 把 右 端 括 弧 中 的 十 1 个 数 的 和 改写 成 个 数 的 和 ,而 这 
nn 个 数 的 积 正 好 是 十 1. 这 的 确 是 可 以 做 到 的 ,因为 


| | 1 1 1 | TT | 1 | 3 1 全 ss 次 六 六 
Sk 2tat 2 Sa Pr 
因此 ,和 欲 证 的 不 等 式 可 改写 为 
本 1 (21 站 t+). 
n 2 3 n 


显然 这 一 不 等 式 成 立 .该 例题 的 求解 中 ,没有 将 所 证 不 等 式 的 元 素 分 开 来 看 ,而 是 将 它 
看 成 一 个 整体 ,继而 联想 到 均值 不 等 式 ,通过 一 步 步 改写 ,向 均值 不 等 式 靠 拢 , 解 题 思路 逐渐 
清晰 ,从 而 解决 了 问题 . 

例 4.31 已 知 三 正 数 cc 满足 a 十 b 十 c= 二 1, 求 证 


£4 曙 2 
(e+) +(6+#) +(e++) = 吾 O 
a b 入 3 


分 析 在 本 例 中 a .be 的 “地 位 ” 是 平等 的 ,直觉 猎 测 当 不 等 式 左边 各 项 都 等 于 即 


1 


a=h=e= 时 ,结论 中 的 等 号 成 立 , 依 此 直觉 进一步 探索 证 明 途 径 .因为 


2 2 3 
( + + 01 ;] +(e+i) Cast)+( 志 + 去 + 去]+6， @ 
a b 家 a b 到 
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1 1 i 
a 时 ,A 3°B 27. 此 时 有 三 上 27 十 


1 1 下 
令 A=a’ 十 b: 十 c?*,B en t= 


比较 中 、@ 两 式 可 看 出 :要 证 明 原 式 成 立 只 需 证 明 A 说 ,B 之 27 即 可 . 


先 证 A 之 说, 由 题 设 条 件 得 3A= 3(c2: 十 至 十 c3) 一 (< 十 2 十 c)2 十 (一 50)2 十 (一 c)2 十 


5 加 
Ce 一 a)* 之 1 再 证 B 之 27, 由 题 设 条 件 得 B 一 十 十 直 十 证 之 3 去] 潭 二 六 下 6 汪 
a 和 


3Yabc 之 0 得 abc 去 亏 , 即 - 宇 27, 故 得 B 宇 3Y277 =27. 
CGODOC 


例 4.32 已 知 z、y € [至 到 | ,a € R, 且 有 


zs 十 sinz 一 2a 一 0， 
ag 十 sinycosy 十 a 二 0. 


求 cos(z 十 2y) 的 值 . 
分 析 ”如 果 用 常规 方法 ,从 方程 中 解 出 x 、y, 青 代入 cos(z 十 2y) 求 值 ,是 极 困难 的 .我 们 可 
以 对 方程 组 的 结构 作 整 体 考察 , 赁 直觉 不 难看 出 ,第 二 个 方程 乘 以 2 可 得 (2y)? 十 sin2y 十 


24 二 0, 它 与 第 一 个 方程 的 结构 完全 一 样 ,可 构造 奇 丽 数 Fi) 二 1 sn € | 了 |. 


小 
易 知 ,f(1) 在 |- 于 ,于 | 是 并 画 数 .于 是 , 原 方程 组 可 改写 为 


F(z) 一 2a 一 0， 
Lh 一 2a 一 0. 
从 而 有 f(z)=f( 一 2y), 所 以 x = 一 2y,cos(zx 十 2y) 一 1. 
本 题 从 整体 出 发 分 析 题 目 ,为 避免 原 方程 组 复杂 的 结构 ,通过 简单 的 变形 ,构造 一 个 单 
调 北 增 的 奇 函数 ,最 终 根据 其 性 质 求解 出 结果 . 
综 上 可 以 看 出 ,直觉 既 要 利用 模型 和 规则 ,又 要 依靠 知识 和 经 验 . 如 果 离 开 了 知识 和 经 
验 , 要 谈 直觉 洞察 力 , 就 是 无 源 取水 、 无 本 伐木 . 


四 、 基 于 数学 直觉 出 奇 制胜 


在 解 题 过 程 中 ,我 们 常常 会 陷入 死胡同 ,用 平常 的 解法 解决 不 了 ,或 者 解 题 过 程 很 麻烦 ， 
从 而 将 这 类 题目 归 为 难题 .实则 不 然 ,很 多 题目 ,只 要 你 换 一 种 思路 ,就 会 出 现 一 些 灵 感 , 继 
而 窒 然 开朗 ,发 现 解 题 思路 ,这些 方 法 往往 能 够 出 奇 制胜 . 


人 
例 4.33 求证 :Io en a> WnENn>. 


分 析 ”此 题 是 一 道 与 自然 数 相关 的 不 等 式 证 明 题 ,可 以 用 数学 归纳 法 证 明 , 但 是 当 我 们 
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对 问题 进行 详细 的 观察 后 会 发 现 , 不 等 式 左 边 的 分 子 缺 4 X 6 X … X 2mp， 分 母 缺 3 X 
XX…X (2n 一 1), 将 其 补 上 ,可 以 得 到 


ED 4X6X8X…X27 
2X4X60X" Xn —2) IXTXKTX" XK (2 一 1) 


注意 到 右 端 的 ”与 原 不 等 式 右 端的 相关 , 即 n 二 Vn X Yn， 从 而 只 需 证 明 
SX EX TA (CO— DD 4X6X8X…X27 
XaNGX Xn— 人 DD IXSXTX™ Xn 1) 


,2 一 1 > 2 ,这 些 不 等 式 显 然 成 立 ,从 而 使 原 问题 得 证 . 
上 述 方法 打破 了 常规 思路 ,借助 直觉 思维 ,找到 了 一 种 与 众 不 同 的 方法 , 即 构想 出 式 子 


5” ”22 一 2”22 一 1 
4X6X8X…X27 
二 1) "从 而 出 奇 制 胜 , 发 现 了 一 种 新 颖 的 解 题 思路 . 


7 


3 症 页 
可 , 即 只 需 证 明 六 > 二 ,二 
即 可 , 即 只 需 证 明 > 子 , 了 过 


例 4.34 在 正 项 等 比 数列 {a,) 中 ,as 二 让 ,as 十 cx 一 3, 求 满足 


a Tas > 


的 最 大 正 整 数 的 值 . 
分 析 ”这 是 江苏 省 某 年 高 考 的 一 道 填空 题 ,该 题 有 一 定 的 难度 .一 般 的 思路 是 由 条 件 “as = 


1 "46 十 az 一 3” 求 出 a 圳 4 2, 再 将 条 件 “ai 十 az 十 … 十 an 过 aiaz…ai2 化 归 为 关于 的 
不 等 式 ,并 求 出 不 等 式 的 解 集 ,最 后 在 所 求 得 的 解 集中 找 出 最 大 的 正 整数 .应 该 说 思路 比较 
清楚 ,而 且 大 多 数 考生 能 够 想到 ,但 我 们 最 终 得 到 的 关于 ”的 不 等 式 是 : 


nlint10 


人 


这 个 不 等 式 的 求解 对 高 中 学 生 而 言 是 没 法 完成 的 ,很 多 学 生花 了 不 少时 间 得 到 这 个 结论 后 
就 无 所 适 从 了 . 


如 果 我 们 能 够 直觉 感知 到 2" 与 2 一 关 ”都 是 正 的 偶数 ,那么 就 能 比较 容易 地 得 到 其 等 价 不 


nlnt10 = 
等 式 :2 > 2 ,于 是 问题 转化 为 解 不 等 式 > 一 下 ,求解 得 到 一 一 
a 
由 于 E (12,13) ,因此 本 题 的 答案 应 为 12. 


可 以 看 到 解决 本 题 的 关键 是 把 2" 一 1 2 se 转化 为 等 价 不 等 式 2 全 22 从 而 


7 一 了 Lim 十 


例 4.35 在 八 ABC 中 ,cosB 为 sinA 、sinC 的 等 比 中 项 ,sinB 为 cosA 、cosC 的 等 差 中 项 ， 
则 和 B= 


得 到 nn 二 


88 数学 解 题 研究 一 一 数学 方法 论 的 视角 


分 析 许多 人 拿 到 此 题 后 不 知道 该 如 何 下 手 .寻找 此 题 的 解 题 方向 ,直觉 指引 不 失 为 一 
种 有 效 的 措施 .事实 上 ,根据 已 知 条 件 , 知 


cos’:B=sinAsinC, (Oy 
2sinB = cosA 十 cosC. @ 


由 .@ 可知 人 A 和 一 B 是 对 称 出 现 的 . 赁 直觉 ,在 题 设 条 件 下 ,一 A 既 不 能 大 于 ~C， 
又 不 能 小 于 人 C ,也 就 是 说 ,人 A 应 该 等 于 AC, 即 A=C, 代 入 回 得 sinB ==cosA ,由 此 推出 


也 一 到 十 4 所 以 有 一 二 <. 如 上 直觉 可 靠 吗 ? 也 就 是 说 ,能 否 证 明 A 二 C? 也 正 是 因为 有 了 


证 明 A==C 这 一 目标 ,以 下 的 变 式 思路 是 明确 的 ,而 非 盲目 进行 . 
证 法 1 由 @.@ 得 
4cos’B =4sinA sinC ， 
wm 一 cos2A 十 2cosAcosC 十 cos:C. 


两 式 相 加 得 
4 一 4sinA sinC 十 cos*A 十 coszC 十 2cosAcosC ， ©® 
即 
4 一 4sinA sinC 十 cos*A 十 coszC 十 4cosAcosC 一 2cosAcosC ， 
4 一 4cos(A 一 C) 十 (cosA — cosC)’, @ 
进一步 化 简 得 ,sin? 到 a sin2 区 区 0, 所 以 si 2 一 0. 
因为 A.B.C 为 人 ABC 的 三 内 角 , 一 到 天 生计 一 到 ,所 以 4 于 一 0, 即 4 一 C， 


证 法 2 同 证 法 1. 由 @ 得 


4 一 4sinAsinC 十 1 一 sin2A 十 1 一 sin2C 十 2cosAcosC， 
2 (sinA 一 sinC): 十 2cos(A 一 C) 委 2cos(A 一 C)， 


了 C) 宇 1, 得 A=C. 
证 法 3 由 @ 得 
和 
cos’B=sinAsinC < (二 | y 


由 @) 得 


2 
simB = 一 卡 ss ] 、 
2 
两 式 相 加 得 1 < cos(A 一 C). 
又 因 T6084 一 C) 所 1, 所 以 56stAh 一 0) 一 1;A 二 TC. 


综 上 所 述 , 面 对 较 为 综合 .复杂 的 问题 时 ,运用 直觉 指引 寻找 解 题 的 方向 不 失 为 一 条 快 
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捷 有 效 的 路 径 . 当 然 ,我 们 还 应 注意 到 : 随 着 解 题 计划 的 实施 ,原先 的 直觉 可 能 需要 调整 、 完 
善 或 改变 .正如 杨振宁 教授 所 说 ,“ 直 觉 不 断 被 修正 的 过 程 就 是 自我 提升 的 过 程 ”, 直觉 会 带 
领 我 们 把 解 题 走向 深入 ,带领 我 们 把 解 题 进行 到 底 , 带 领 我 们 走向 解 题 研究 新 的 领域 . 


习 题 四 


1. 已 知 实数 a bc 满足 5 = 二 6 一 a,c? = 二 ab 一 9, 试 求 a wb 的 值 . . 

2. 当 上 = 二 1,2,…,n 时 , 求 所 有 y= 二 k(k 十 1)zx? 一 (2k 十 1)z 十 1 的 图 象 在 x 轴 上 所 截 线 自 
长 度 的 和 . 

3. 化 简 :(z 十 y 十 z)3 一 (7 十 z 一 工 )3 一 (< 十 工 一 y)3 一 ( 工 十 7 一 z)3. 


a—b 凡 一 声 一流 i 
ch | SE > 个 相伴 
4. 设 于 z+] 二 bc +1 二 ca 一 0 求证 :a .0 中 至 少 有 两 个 相等 . 


5. 求 y=Vz 一 2z 十 5 十 Vz 十 6z 十 25 的 最 值 . 

6. 已 知 复数 zi ,zs 满足 10z? 十 5z3 = 2z1zs, 且 zi 十 2zs 为 纯 虚 数 ,求证 ;3zi 一 为 实数 . 

7. 甲乙 、 丙 3 人 卖 小 鸡 , 甲 带 了 10 只 , 乙 带 了 16 只 ,两 带 了 26 只 .中 午 之 前 他 们 按 同一 
价格 卖 出 了 一 部 分 小 鸡 . 过 了 中 午 , 他 们 把 所 剩 的 小 鸡 又 按 同一 价格 全 部 降价 销售 . 回 家 时 
3 人 均 带 回 35 eco rn 


8. 设 /4 都 是 自然 数 ,使 得 :万 一 1 一 二 十 二 一 …… 一 18 十 车 0, 试 证 记 可 被 1999 效 除 . 


9. 设 A={(z,y)|y:=zx 二 1},B={(zx,y)|4dr’+2r—2y+5=0},C={(z,y)|y 
kz 十 6), 是否 存在 自然 数 对 (k,6), 使 (A U B) 由 C= 名 .并 证 明 你 的 假设 . 


10. 已 知人 ABC 的 外 接 圆 的 半径 为 R, 并 且 有 2R(sin*A 一 sinzC) =(vza 一 /jsinB , 求 


和 AABC 面积 的 最 大 值 . 
11. 如 图 4.15 所 示 , 在 人 ABC 中 ,BAC ==40", 人 人 ABC =60", 点 D、E 分 别 在 AC、AB 
上 ,上 且 人 BCE =70", 人 CBD ==40°,F 是 BD 与 CE 的 交点 .求证 :AF | BC. 


12. 椭 团 三 -十 一 1 的 焦点 是 FFs, 点 P 是 梢 轩 上 的 动 点 ,如 图 4.16 所 示 . 当 人 PiPF。 
为 钝 角 时 , 求 点 已 横 坐 标的 取 值 范围 


了 
Pp 
F 0 Ey x 
图 4.15 图 4.16 


13. 已 知 双 曲线 过 点 A( 一 2,4) 和 B(4,4), 它 的 一 个 焦点 恰好 是 抛物 线 y? 二 4z 的 焦点 ， 
求 其 另 一 个 焦点 的 轨迹 . 
14. 设 {a,} 是 由 整数 组 成 的 数列 ,其 前 项 和 为 S。 ,并 且 对 于 所 有 的 自然 数 n,a, 与 2 的 
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等 差 中 项 等 于 S, 与 2 的 等 比 中 项 , 求 数列 {a, ) 的 通 项 公式 . 
15. 已 知 定义 在 R 上 的 奇 函 数 f(x) 满足 f(z)==f (4 十 x), 且 (3)==0, 求 方程 f(x)= 
0 在 区 间 (0,10) 内 的 实数 根 的 个 数 . 


16. 若 两 个 等 差 数 列 {4,) {5,) 前 项 和 分 别 为 A,、.B,, 且 满足 A" 一? 二 1 


B, 47 十 27 


(EN)， 


as 
bn 
17. 在 三 棱锥 P 一 ABC 中 ,PA 、PB、PC 两 两 互相 垂直 ,PO | 平面 ABC,O 为 垂 足 ， 
ZAPO=2BPO., 
(1) 求证 AABC 为 等 腰 三 角形 ; 
(2) 当 人 APO== 人 BPO==60" 时 , 求 PC 与 平面 ABC 所 成 的 角 . 


18. 已 知 函数 了 (zx) 一 二 te E (0; 十?)) ,数列 {z,)} 满足 zw 一 rr) € Ni), 且 


Zi 一 1 


t= 


,证 明 :ao 二 a; 


(2) 设 (1) 中 的 数列 {a,) 的 前 项 和 为 S, ,证 明 :S, 一 允 ， 


19. 设 


ut 


LE 2 


1 十 … Pt 
已 知 上 式 有 2018 条 水 平分 数 线 , 问 zx? 十 x 二 1 是 否 成 立 ? 
20. 已 知 f(z) 是 定义 在 实数 集 上 的 函数 ,对 一 切 x 都 有 f(z)==f(z 十 1) 十 f(z 一 1)， 
求证 :f(z ) 是 周期 函数 . 
21. 已 知 个 任意 正方 形 (x € N; ). 试 证 :可 以 用 剪刀 把 它们 剪 开 , 然 
后 组 拼 成 一 个 新 的 正方 形 . 
22. 如 图 4.17 所 示 , 已 知 三 个 圆 k 、m .lL 具有 相同 的 半径 ”~, 且 通过 同一 
点 0,l 和 m 相交 于 A ,m 和 k 相交 于 B.k 和 7 相交 于 C. 求 证 :A 、B、C 所 确 
定 得 到 圆 e 的 半径 也 是 >. 


进 了 大 学 学 习 戴 德 金 分 割 及 其 他 构造 法 后 ,我 才 理 解 整 个 数学 的 建构 是 如 此 美 轮 美 灸 . 
一 一 [ 美 ] 自 成 桐 (1949 一 ) 


数学 中 的 一 切 进 步 都 是 引进 符号 后 的 反响 . 
一 一 [ 意 ] 皮 亚 诺 (1858 一 1932) 
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构造 作为 一 种 重要 的 数学 思想 方法 ,在 过 去 为 许多 数学 家 所 运用 ,为 解决 数学 中 的 难 
题 ,推动 数学 的 发 展 研究 起 到 了 重大 作用 .数学 中 的 许多 概念 和 理论 ,本 身 就 是 一 种 构造 . 构 
造 思 想 对 于 数学 来 说 是 “与 生 俱 来 ”的 .作为 数学 思想 两 大 源泉 的 古代 中 国 数学 (以 《 九 童 算 
术 ) 为 代表 ) 和 十 希腊 数学 (以 (几何 原本 ) 为 代表 ) ,都 有 着 明显 的 构造 性 特点 和 丰富 的 构造 
思想 .一 般 来 说 ,构造 法 能 沟通 数学 各 个 不 同 的 分 支 ,甚至 还 沟通 着 数学 与 其 他 的 学 科 , 实 现 
跨度 极 大 的 问题 转化 ,这 是 一 种 难度 大 、 规 律 不 易 掌握 的 高 层次 的 数学 方法 .利用 构造 法 解 
题 往往 巧妙 简捷 ,许多 时 候 让 人 拍案 叫绝 . 


第 一 节 ”构造 法 的 本 质 特征 


构造 法 不 同 于 一 般 的 逻辑 方法 , 它 属 于 非常 规 思维 ,其 本 质 特征 是 “构造 ”, 其 关键 是 借 
助 对 问题 特征 的 敏锐 观察 ,展开 丰富 的 联想 ,实施 有 效 的 解 题 转化 . 


一 、 构 造 法 的 实质 


构造 法 是 数学 中 的 一 种 基本 方法 , 它 是 指 当 某 些 数学 问题 使 用 通常 办 法 、 按 定式 思维 很 
难 解决 时 ,根据 问题 的 条 件 和 结论 的 特征 、 性 质 从 新 的 角度 ,采用 新 的 观点 观察 .分 析 、 解 释 
对 象 , 抓 住 反映 问题 的 条 件 与 结论 之 间 的 内 在 联系 ,把 握 问 题 的 数量 结构 等 关系 的 特征 , 构 
造 出 满足 条 件 或 结论 的 新 的 数学 对 象 或 构造 出 一 种 新 的 问题 形式 ,使 原 问题 中 隐 史 不 清 的 
关系 和 性 质 在 新 构造 的 数学 对 象 (或 问题 形式 ) 中 清楚 地 表现 出 来 ,从 而 借助 该 数学 对 象 (或 
问题 形式 ) 简 捷 地 解决 问题 的 方法 . 

通俗 地 理解 ,构造 法 就 是 依据 某 些 数学 问题 的 条 件 或 结论 所 具有 的 典型 特征 ,用 已 知 条 
件 中 的 元 素 为 “元 件 ”, 用 已 知 的 数学 关系 为 “支架 ”, 在 思维 中 构造 一 种 相关 的 数学 对 象 , 一 
种 新 的 数学 形式 ;或 者 利用 具体 问题 的 特殊 性 ,为 待 解决 的 问题 设计 一 个 合理 的 框架 ,从 而 
使 问题 转化 并 得 到 解决 的 方法 . 
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例 5.1 求 函 数 F(z) 一 Vz4 一 3z2 一 6z 十 13 元 :一 二 :十 工 的 最 大 值 . 
分 析 原 函 数 变换 为 FCz) 一 Z2 十 (zz 一 1)2 ,从 而 将 其 转 
化 为 几何 问题 .几何 意义 是 抛物 线 > 二 zx” 上 动 点 MCz,z2?) 一 (zy) 到 点 P(3,2) 和 到 点 
Q(0,1) 的 距离 之 差 .由 |MP | 一 |MQ| 达 | PQ | , 解 得 f(z) 的 最 大 值 为 | PQ|=VI0 
本 题 还 可 以 考虑 用 向 量 的 知识 求解 :利用 
lal—lsl< lz+2|< lal+|6l 0 


由 f(x) 人 一 下 Z2 十 (z2 一 1)2, 令 y 一 z2， 


| 人 |=VCz 一 3 十 (zz 一 2)7 和 |2| 一 Vzz 十 (zz 一 1)5， 


可 知 &= 二 (zx 一 3,y 一 2) 和 2 一 (zy 一 1). 

由 @ 式 可 得 f(x) 二 |#z 土 5|. 

d—8=(z—3,y—2)—(z,y—1)=(—3,—])>|2 一 5|=V3 十 17 =V10. 当 且 仅 当 
与 5 共 线 同 向 时 等 号 成 立 , 所 以 f(x ) 的 最 大 值 是 V10. 

与 本 题 相 同 ,许多 问题 利用 已 知 条 件 难 以 直接 求解 ,需要 按 一 定 目标 构造 某 种 数学 对 象 
(如 数 \ 式 ,方程 函数、 复数 等 ) 作为 桥梁 ,沟通 条 件 与 结论 之 间 的 逻辑 联系 才能 求 得 结论 . 

构造 法 是 一 种 极其 富有 技巧 性 和 创造 性 的 解 题 方法 ,体现 了 数学 中 发 现 、 类 比 、 转 化 的 
思想 . 在 数学 解 题 中 ,构造 法 体现 了 数学 发 现 的 思想 方法 ,因为 解决 问题 往往 要 通过 仔细 
观察 分析, 发 现 问题 各 个 环节 及 其 中 的 联系 ,从 而 为 寻求 解法 创造 条 件 . @ 为 找 出 解 题 途 
径 , 要 联系 已 有 知识 中 与 之 类 似 的 或 与 之 相关 的 问题 ,从 而 为 构造 模型 提供 参照 对 象 ,体现 
了 构造 法 中 的 类 比 思想 . @ 在 解 题 中 把 一 个 个 零散 的 发 现 由 表 及 里 、 由 浅 入 深 地 集中 和 联系 
起 来 ,通过 恰当 的 方法 加 以 处 理 ,化 归 为 已 有 的 认识 就 自然 形成 了 构造 模型 的 方法 ,体现 了 
化 归 的 思想 . 除 此 之 外 ,构造 法 还 渗透 着 试验 .归纳 等 数学 思想 方法 . 


二 、 构 造 法 在 解 题 中 的 运用 


用 构造 法 解 题 的 关键 是 构造 , 它 并 没有 确定 的 套路 ,党 表现 出 思维 的 试探 性 、 不 规则 性 
和 创造 性 .构造 法 在 数学 解 题 中 有 着 广泛 的 应 用 ,主要 体现 在 两 个 方面 . 

一 方面 ,许多 数学 问题 本 身 具 有 构造 性 的 要 求 , 或 者 说 可 以 通过 构造 直接 得 解 .例如 ,为 
证 明 “ 能 够 表示 为 一 个 平方 数 与 一 个 质数 之 和 的 平方 数 有 无 穷 多 个 ”, 我 们 可 以 构造 无 穷 多 


个 这 样 的 数 ， EE ,为 奇 质数 | .由 于 质数 有 无 穷 多 个 ,故我 们 构造 的 是 一 个 无 限 集 .又 


由 [所 -|( 扎 中 十 户 , 故 上 面 构造 的 这 个 无 限 集中 的 每 个 数 都 是 平方 数 . 


另 一 方面 ,许多 问题 ,如 果 通 过 构造 相应 的 数学 对 象 (如 方程 函数. 数列、 图 形 、 命 题 等 ? 
作为 辅助 工具 , 则 问题 更 容易 解决 .数学 解 题 中 运用 构造 法 ,常常 体现 为 不 对 问题 本 身 求解 ， 
而 是 构造 一 个 与 之 相关 的 辅助 问题 求解 . 波 利 亚 十 分 重视 这 种 方法 ,他 认为 “构造 一 个 辅助 
问题 是 一 项 重要 的 思维 活动 “学 会 (或 教会 ) 怎样 聪明 地 处 理 辅助 问题 是 一 项 重大 的 任务 ” 


:一 1 
—1 2asin28 pt Sg a 


sina COsa 1 


例 5.2 车 二 
a 
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分 析 ”此 题 用 常规 方法 证 明显 然 比 较 繁琐 ,但 通过 观察 条 件 的 特征 进行 分 析 , 条 件 与 我 
们 熟悉 的 两 重合 直线 的 系数 比 相似 , 故 可 构造 两 重合 直线 . 
不 妨 设 两 直线 分 别 为 
li:rcosa 十 ysina =1; 
lz:2asin2Bz + (a’ 一 1)y 一 4 十 2acos28 十 1. 


由 已 知 条 件 可 知 : 与 2 重合 ,而 从 2 的 形式 可 知 其 是 单位 圆 x ?十 y* 二 1 的 切线 , 故 原 
点 到 直线 1, 的 距离 为 1. 由 距离 公式 有 
|a’ 十 2acos2B 十 1| 
V(2asin28)2 十 (az 一 1) 


1， 


推出 cos28 一 0. 
az 一 1 az 一 1 

si a gan i drt 

历史 上 不 少 著名 的 数学 家 都 曾经 采用 构造 方法 成 功 地 解决 过 数学 上 的 难题 ,如 欧 几 和 旦 
得 在 《几何 原本 》 中 证 明 *“ 素 数 的 个 数 是 无 限 的 ”就 是 一 个 典型 的 范例 . 

例 5.3 素数 的 个 数 是 无 限 的 . 

分 析 假设 素数 的 个 数 是 有 限 的 .p1,p,,…,p, 为 素数 , 再 构造 一 个 新 的 数 pip,… 
ps 十 1. 如 果 这 个 新 数 是 素数 ,那么 它 大 于 pi1,p:，…,p， 中 任 一 数 ,于 是 就 得 到 了 第 (n 十 1) 个 
素数 ;如 果 这 个 新 数 是 合 数 ,那么 它 必 然 能 被 某 个 素数 整除 , 但 那个 素数 不 可 能 是 pi， 
p2，… ,ps 中 任何 一 个 ,因为 将 它们 中 的 任何 一 个 去 除 时 都 有 余数 1, 因 此 必 有 另 一 个 素数 能 
整除 p1ps…p， 十 1, 这 样 也 能 得 到 第 (x 十 1) 个 素数 了 .这 就 证 明了 素数 的 个 数 是 无 限 的 . 


第 二 节 ”挖掘 问题 背景 进行 构造 


昭 


在 第 四 章 第 三 节 ,我 们 曾经 研究 过 问题 的 背景 对 于 解 题 直觉 产生 的 影响 ,提出 在 解 题 中 
要 善于 通过 问题 背景 形成 直觉 感知 .本 节 着 重 于 相关 问题 的 背景 分 析 ,深入 探索 如 何 基于 问 
题 背 景 进 行 有 效 地 构造 ,以 实现 问题 的 顺利 解决 事实 上 ,有 些 问 题 , 当 孤立 地 运用 题 设 条 件 
难以 获得 解 题 思 路 时 ,不 妨 把 所 考虑 的 问题 置 于 特定 的 背景 下 ,构造 原 题 的 原形 ,往往 可 得 
到 简捷 而 巧妙 的 解法 . 

例 5.4 已 知 a 二 5 二 c,zx 是 实数 , 求 |z 一 <| 十 |z 一 5b | 十 |z 一 c | 的 最 小 值 . 

分 析 ”这 是 一 道 代数 题 .我 们 试图 用 构造 几何 图 形 的 方法 加 以 解决 .事实 上 ,|z 一 “| 的 
几何 意义 是 在 数 轴 上 表示 两 数 x 与 a 之 间 的 距离 .因此 要 求 |z 一 “| 十 |z 一 5 十 |z 一 c| 的 
最 小 值 ,就 是 要 在 数 轴 上 找 一 点 x ,使 其 到 a .bc 的 距离 之 和 最 短 . 到 
经 尝试 发 现 当 x 取 在 0 以 外 的 地 方 时 , 三 条 线段 |x 一 a|、 
|z 一 5b|、|z 一 c | 都 有 重 冯 部 分 ,所 以 当 z 取 在 5 点 时 |z 一 a | 十 
|z 一 5 | 十 |z 一 c| 有 最 小 值 ,最 小 值 为 c 一 a. B c 

例 5.5 如 图 5.1 所 示 , 在 人 ABC 中 ,AB=AC, 人 BAC 二 90”， 

BD 是 中 线 ,AF | BD 交 BC 于 点 上 ,求证 :BE 一 2EC. 
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分 析 像 生 活 在 不 同 的 环境 中 一 样 ,人 们 会 形成 不 同 的 思维 方式 ,不 同 的 数学 背景 会 使 
人 产生 不 同 的 联想 和 思考 方法 .同时 ,将 一 个 问题 放 在 更 大 的 背景 下 思考 ,一 个 看 似 “ 重 要 ” 
的 问题 ,会 变 成 一 个 简单 的 特例 ,便于 发 现 新 的 方法 、 抽 象 出 更 一 般 的 结论 . 

通过 “ 八 ABC 是 等 腰 直 角 三 角形 ”这 个 特征 ,可 以 把 它 放 到 正方 形 和 圆 中 证 明 , 以 构造 
成 有 关 正 方形 和 圆 的 问题 . 

(1) 将 AABC 置 入 正方 形 中 ,如 图 5.2 所 示 , 正 方形 ABHC 中 ,将 AE 延长 线 交 HC 于 点 
G ,可 以 证 得 RtAABD 宅 RtACAG , 故 CG =AD. 


i BE BA .., BE BA AB 

又 易 证 AABE 0 人 GCE , 故 E CG FMCE -0G AD -2 BE =2EC. 

(2) 将 AABC 置信 圆 中 ,如 图 5.3 所 示 , 八 ABC 内 接 于 圆心 O,AE 延长 线 交 圆心 O 于 点 
G ,连结 BG .CG , 易 证 RtAABD ww RtAGBC， 所 以 4 一 CC 一 总 


综 上 所 述 ,对 于 一 个 相对 比较 难 的 问题 ,只 要 把 它 还 原 到 其 所 在 的 大 背景 下 看 就 容易 
E 汪 项 

例 5.6 已 知 a.bc 放 0, 满 足 关系 式 a? 十 b==c? ,求证 :a 十 b" 二 c", 其 中 为 不 小 于 3 
的 自然 数 . 

分 析 ”代数 问题 的 解决 往往 需要 通过 几何 意义 的 建构 去 实现 .本 题 条 件 a? 十 b= 二 c? 的 
几何 意义 是 :a ,bc 是 一 个 直角 三 角形 的 三 边 , 故 可 以 构造 以 三 边 分 别 为 a、b\c 的 直角 三 角 


形 , 且 边 c 是 斜 边 .sinA 一 二 ,cosA = 区 而 0<sinA <1,0<cosA <1. 
当 n 三 3 时 ,有 sin"A 二 sin*A ,cos"A 一 cos:A ,二 式 相 加 即 可 得 证 . 


se 请 让 本 
例 5.7 求证 ,十 了 十 4 十 5 + t gn i> 1 其 n€N). 
分 析 某 些 关于 自然 数 的 不 等 式 问 题 ,与 数列 有 着 密切 的 联系 ,可 构造 有 关 数 列 模型 , 利 
用 其 单调 性 求解 .依据 本 题 结构 特点 ,我 们 可 以 符 试 构造 数列 模型 4, 二 一 十 = 十 … 十 
i 一 1, 则 有 
1 1 1 1 1 1 多 
和 


2 
(3n 十 2)(3n 十 3)(3n 十 4) 2 
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所 以 数列 {a,} 为 递增 数列 . 
又 因 w， 一 王 十 村 十 二 1 一 下 > 0, 故 二 0( 其 中 € Ni ) , 原 不 等 式 得 证 . 


在 本 例 中 , 欲 证 含有 与 自然 数 n 有 关 的 和 的 不 等 式 f(n) 之 gz) ,可 以 构造 数列 模型 
a 三 (nn) 一 g (n), 只 需 证 明 数列 {a,) 单调 递增 , 且 ai > 0. 本 题 也 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 ， 
但 用 构造 数列 模型 证 明 更 简洁 . 

例 5.8 已 知 a、B、Y 均 为 锐角 , 且 cos?a 十 cos*B 十 cos*7Y 二 1, 求证 :tana 十 tanB 十 tanyY 宇 
3V2. 

分 析 由 题 设 条 件 可 知 ,可 以 作 一 个 三 度 (长 度 .宽度 和 高 度 ) 分 别 为 cosa .cosB .cosy 的 
长 方 体 , 原 问题 就 可 以 建立 在 这 个 长 方 体内 进行 讨论 和 证 明了 . 

由 于 长 方 体 一 条 对 角 线 和 与 它 过 同一 顶点 的 三 条 棱 所 成 角 的 余 
蓄 值 的 平方 和 等 于 1 ,为 此 可 构造 一 个 长 方 体 ABCD 一 ABCIDi， D， 
如 图 5.4 所 示 ,使 CIAD=ac ,CIAB=8, 和 CAA=. 设 AD=a， 
AB =0,AA; ==c, 则 


Ss 二 


(SE 让 VB 十 a 图 5.4 
tana ，tanp » tany g 
a b 
由 基本 不 等 式 得 


tana 十 tan8 十 tany | 
a C 


一 3V2( 当 & 一 /一 c 时 取 等 号 ). 


例 5.9 设 zx、y、z 为 实数 , 且 证 明 0 二 xz、y、z 一 序 - 证 明 


十 2sinx cosy 十 2sinycosz > sin2z 十 sin2y 十 sin2z. 
分 析 ” 先 化 简 结 论 得 
十 sinz cosy 十 sinycosz 二 sinz cosz 十 sinycosy 十 sinzcosz， 


即 


3 5 
> sinz(cosz 一 cosy) 十 siny(cosy — cosz) + sinzcosz. 


节 是 一 个 单位 加 面积 的 二 ,结合 问题 所 给 已 知 条 件 0 一 xy 二 亚 , 可 以 把 问题 放 在 


闻 个 单位 加 上 考虑 ,这 便 是 本 题 的 背景 所 在 . 
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2 


作 单位 圆 如 图 5.5 所 示 , 因 为 0 < xy 二 也, 设 


B OA .OB .OC 与 x 轴 夹 角 分 别 为 xz 、y 、x; 则 最 右 端 小 矩形 面 
4 积 为 sinz (cosz 一 cosy). 同 理 可 得 另外 两 个 矩形 面积 分 别 为 
ge) siny(cosy 一 cosz) 和 sinzcosz. 由 图 5.5 易 知 ,三 个 矩形 的 面 


积 的 和 小 于 地 加 的 面积 , 即 


> Sinzr (cosz — cosy)+ siny(cosy 一 cosz) 


十 sinzcosz. 


第 三 节 借用 数 形 结合 进行 构造 


第 四 章 第 三 节 里 ,我 们 研究 了 数 形 结 合 思想 促进 数学 解 题 直觉 形成 的 规律 .在 本 节 里 我 
们 将 从 具体 问题 的 解决 入 手 , 进 一 步 探索 基于 数 形 结合 的 构造 法 在 数学 解 题 中 的 运用 . 

在 数学 中 , 数 形 结合 主要 体现 在 两 个 方面 ,一 是 以 形 助 数 , 即 借助 形 的 直观 性 来 曾 明 数 
之 间 的 联系 ;二 是 以 数 助 形 , 即 借助 于 数 的 精确 性 来 闸 明 形 的 某 些 属性 .一 般 来 说 ,由 * 形 ”到 
“ 数 "的 转换 比较 明显 ,而 由 * 数 " 到 * 形 ”的 转换 , 却 需要 构造 的 意识 ,因此 ,研究 数 形 结合 思 
想 在 解 题 中 的 运用 ,往往 偏重 于 由 * 数 " 到 *“ 形 ”的 构造 . 

例 5.10 已 知 0 二 a 二 4, 求 W=Va? 十 4 十 V(4 一 a)* 十 1 的 最 小 值 . 

分 析 此 题 若 用 代数 方法 很 难 解决 ,这 里 可 以 运用 数 形 结合 的 思想 构建 一 个 几何 

如 图 5.6 所 示 , 探 究 原 代数 式 的 几何 意义 , 先 构造 两 个 直角 下、 
边 长 分 别 为 2 和 a 及 1 和 4 一 a 的 直角 三 角形 ,它们 的 斜 边 长 之 | SR a 
和 是 W. 要 求 W 的 最 小 值 ,就 是 要 在 线段 AB 上 找 一 个 动 点 P， 4 | 
使 得 EP 十 FP 最 短 . 人 们 通常 把 这 一 问题 称 为 “将 军 饮 马 问 题 "， 1 


作 下 的 对 称 点 F' ,连结 EF' 交 AB 于 点 P, 则 点 P 为 符合 条 件 图 5.6 
的 点 ,W 最 小 值 =EF'. 再 平移 AB 、BF' 得 到 Rt 人 ECF'. 求 出 斜 边 


EF' 二 5, 即 W 最 小 值 ==5. 最 后 利用 三 角形 相似 ,可 求 出 a 一 了. 


例 5.11 设 z、y、z 为 正 数 ,求证 :Vx 十 y 十 Vx 十 zx? 一 zz 宇 Vy 十 z? 十 V3yz ,并 
确定 式 中 等 号 成 立 的 条 件 . 

分 析 ”本题 与 例 3.4 极其 相似 . 式 中 有 三 个 根 号 , 若 采 用 常规 方法 (平方 去 根 号 的 方法 ) 
处 理 , 需 两 次 平方 ,这 使 表达 式 变 得 非常 复杂 .但 若 注 意 到 其 形 如 “三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 
边 ” 把 每 一 个 根 号 对 应 于 一 条 线段 ,就 会 萌发 利用 匀 股 定理 和 余弦 定理 构造 三 角形 解 题 的 
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如 图 5.7 所 示 , 设 OA =z,OB 一 y:OC ==z, 了 AOB = 二 90", 人 人 AOC= 
90", 则 有 
|BA|=Vr’+y’ ,|AC|=Vzr’ 十 叶 一 zz | BC 一 Vy 十 xz 十 V3yz， 


于 是 由 |BA | 十 |AC | 宇 | BC | , 即 证 得 原 不 等 式 成 立 . 
为 确定 zx、y、z 满足 何 种 条 件 时 点 A 在 BC 上 , 作 CD | BO 交 BO 延长 


V3 - 
线 于 卫 , 易 知 CD= 二 三 ,OD 一 号 = 点 4 在 BC 上 ， , 当 且 仅 当 5 一 到 时 ， 
友 地 
Te 有 图 5.7 
可 和 ys 
这 样 求 得 当 且 仅 当 zz = 时 , 原 不 等 式 成 立 . 


Te 


例 5.12 i 满足 条 件 a 十 A =65 十 B=c 十 C =k, 求 证 :aB 十 6bC 十 
cA 之 


分 析 由 求证 的 不 等 式 联想 到 面积 关系 . 

方法 1 由 所 设 条 件 联想 到 构造 边 长 为 k 的 正三 角形 ,如 图 5.8 
所 示 . 

由 图 易 知 SAnw 十 Sap 十 SAaw 二 SAapp , 即 


FaBsin0° 本 ! bCsin60° + ; cAsin60° = 到 ssin60"， 


也 即 aB 十 6bC 十 cA 到 有. 
方法 2 ”由 题 设 条件 式 联想 到 边 长 为 的 正方 形 ,如 图 5.9 所 a 
示 . 由 图 即 证 . BE 
方法 3 ”以 上 两 种 证 法 是 联想 到 面积 ,那么 联想 到 体积 可 
以 吗 ? 
不 妨 构 造 楼 长 为 & 的 正方 体 , 则 有 b 
k= 二 (a 十 A)。(b 二 B)。 (c+C) 
一 abc 十 ABC 十 &(CaB 十 2C 十 cA). 


显然 & 之 &(aB 十 5C 十 cA). 所 以 ,2 之 aB 十 bC 十 c4A. 

方法 3 的 构造 ,本 质 上 还 是 一 种 代数 思维 .本 题 还 可 联想 函数 式 加 以 证 明 . 

方法 4 将 条 件 代 入 结论 ,有 a(k 一 5) 十 b(k 一 c) 十 c(k 一 a) 二 k*, 且 有 awbc € (0， 
), 即 


(k—a—b)ct+k(at+6)—ab—k’ < 0. 


构造 以 c( 或 a 或 5) 为 变量 字母 的 一 次 函数 式 f(c) 二 (kh 一 a 一 b)c 十 k(a 十 6) 一 ab 一 
(0 二 c 二 上 ). 此 函数 式 的 图 象 是 无 端点 的 线段 . 且 f(0) 二 0,f(k) 二 0. 
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事实 上 , 当 k& 一 a 一 5b 宇 0 时 ,运用 放 缩 法 , 取 c 一 上, 则 左边 < 一 ab 二 0; 

当 避 一 a 一 5b 过 0 时 ,运用 放 缩 法 , 取 c 一 0, 则 左边 二 一 (k 一 a)。(k 一 5b) 二 0. 

所 以 f(c) 二 0, 代 换 即 得 aB 十 bC 十 cA 二 k?. 

例 5.13 证 明 sin5" 十 sin77" 十 sin149" 十 sin221" 十 sin293" 一 0. 

了 分 析 ”此 题 若 作为 “三 角 ” 问 题 处 理 , 当然 也 可 以 证 出 来 ,但 从 题 
D 中 的 数量 特征 来 看 ,发 现 这 些 角 都 依次 相差 72° ,联想 到 正 五 边 形 的 内 

c 角 关 系 , 由 此 构造 一 个 正 五 边 形 , 如 图 5.10 所 示 . 
5 由 于 A 十 BC 十 CD 十 DE 十 EA = 二 0, 从 而 ,它们 的 各 个 向 量 在 Y 

B 轴 上 的 分 量 之 和 亦 为 0, 故 知 原 式 成 立 . 
4 > 这 里 , 正 五 边 形 作为 切合 题 意 构 造 的 一 个 对 象 ,恰到好处 地 体现 
图 5.10 了 题 中 角度 的 数量 特征 ,需要 敏锐 的 观察 能 力 与 想象 能 力 .如 果 没 有 
A 出 如 此 简洁 、 优 美的 证 明 的 . 
1 1 1 

例 5.14 求证 : i sin24” sin48” sin96” 

分 析 ”这 道 题 若 用 通常 的 做 法 ,先进 行 通 分 ,然后 进行 三 角 变 形 来 证 明 非 常 麻 烦 .观察 
到 这 些 三 角 函 数 的 角 的 倍数 特征 , 由 三 角 函 数 的 定义 ,我 们 可 以 构造 含有 12"、24"、48"、 
84"( 即 96° 的 补 角 ) 的 直角 三 角形 , 且 为 将 这 些 基 本 图 形 联系 起 来 ,我 们 在 构造 图 形 时 应 考虑 
让 它们 有 公共 的 直角 边 . 

如 图 5.11 所 示 ,我 们 作 直 角 三 角形 ABC ,使 BC==1, 人 人 A==12”, 作 AB 的 4 
中 垂 线 交 AC 于 DD ,连结 BD , 作 BD 的 中 垂 线 交 AC 于 EE, 连 结 BE , 作 BE 的 中 
垂 线 交 AC 的 延长 线 于 下 ,连结 BF ,这 时 有 


LA=12°,LBDC =24°, LBEC =48°, LBFC =84°, 局 
所 以 a 
i 1 1 B c 
sin12?” AD BD CT F 
显然 ABF =12* 十 24" 十 48* 二 84" 二 人 AFB,AB= 二 AF 二 AD 十 DE 十 图 5.11 
1 | 
a ,于 是 二 iF TD sin96” 
例 5.15 。 求 函数 一 sx 二 3 的 什 域 


分 析 本题 可 以 把 函数 化 为 关于 xz 的 三 角 函 数 ,然后 利用 其 有 界 性 求 值 域 ,但 其 运算 量 

大 ,对 运算 能 力也 有 较 高 要 求 ,有 一 定 的 难度 .此 题 可 看 成 过 两 点 M(cosr ,sinrz )、P(2, 一 2) 

构成 直线 的 斜率 的 范围 .又 因 M (cosz ,sinz ) 在 一 个 单位 圆 上 , 故 可 构造 图 象 求 此 函数 值 域 . 
yy sinz 十 2 


事实 上 ,y 一 < 十 的 形式 类 似 于 斜率 公式 上 一 2 一 > ， 2 表示 过 两 点 
Tz Tl1 COSZ 一 
M(cosr 0 构成 直线 的 斜率 .由 于 点 M 在 单位 圆 z? 十 y? 一 1 hy 如 图 5.12 所 


2 i 2k 2 
示 , 显 然 &p4 之 y 过 pg. 设 过 点 P 的 加 的 切线 方程 为 y 十 2 二 k(x 一 2), 则 有 | 人 1, 解 
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一 4 十 i ji 
得 AE ,ip po 4 4 所以， 


M, 
A 
,< ~ 
B 


本 题 揭 示 了 三 角 函 数值 域 与 直线 斜率 之 间 的 内 在 联系 ,考查 
数 形 结合 能 力 .在 解决 三 角 函 数 的 有 关 问 题 时 ,我 们 要 善于 把 三 
角 函数 的 性 质 、 化 简 的 形式 通过 构造 思想 融 于 函数 的 图 象 之 中 ， 图 5.12 
将 数 ( 量 ) 与 图 形 结合 起 来 进行 分 析 、 研 究 , 使 抽象 复杂 的 数量 关 
系 通过 几何 图 形 直观 地 表现 出 来 ,这 是 解决 三 角 函 数 问题 的 一 种 思维 策略 . 

例 5.16 求 函数 y 一 |z 十 2 一 VI 一 zx” | 的 单调 区 间 和 值 域 . 

分 析 ”此 题 用 常规 方法 求解 较为 繁琐 .转换 思维 视角 , 依 条 件 构 造 解析 几何 模型 ,可 获 
得 新 颖 别致 的 解法 . 原 函 数 式 可 以 变形 为 


Ne Me a ee | 
V2 V2 VE 1 


这 样 , 广 是 动 点 P(z ,V1 一 x7) 到 直线 X 一 Y 十 2=0 的 距离 ,其 中 X: 十 Y? 二 1(0<<Y 壹 
1). 又 因 已 点 的 轨迹 如 图 5.13 所 示 , 过 O 作 直 线 X 一 Y 十 2 一 0 的 垂 线 , 分 别 交 半 圆 、 直 线 于 
PR , 易 求 得 | 上 
号 “中 
y a 
由 图 5.13 可 以 看 出 , 芳 在 一 1 三 x 三 一 所 上 是 过 减 的 ,在 


-< <1 上 是 递增 的 , 即 y = |x 十 2 一 VI 一 x7 | 在 zx 


x 
= 村 上 为 减 函数 ,在 FS 上 为 增 函 数 . 半 贺 上 


图 5.13 
的 点 到 直线 X 一 Y 十 2= 0 的 最 短 距 离 为 | PR |= V2 一 1, 最 大 距离 
IAH|= Ht- 3 , 才 所 求人 域 为 y € [2 一 ,3 
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用 构造 法 解 题 的 关键 是 通过 分 析 观 察 题 设 条 件 和 结论 的 结构 特征 ,以 及 条 件 与 结论 的 
联系 ,充分 展开 想象 ,联想 与 已 有 知识 结构 的 相似 性 ,构造 出 相应 的 数学 对 象 ( 方 程 、 几 何 图 
形 、 函 数 等 ), 从 而 使 问题 得 到 解决 .这 时 一 些 基 本 的 数学 结构 形式 就 是 联想 与 转化 的 出 发 
点 ,中 学 数学 中 常见 的 用 于 构造 的 结构 形式 大 致 有 以 下 几 种 . 

(1) 方程 的 根 ( 或 方程 组 的 解 ) 的 结构 关系 ,如 根 与 系数 的 关系 ( 韦 达 定理 )、 未 知 量 相互 
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之 间 的 关系 等 . 

(2) 基本 的 代数 表示 , 如 在 整数 集合 中 , 以 自然 数 ”为 模 , 任 一 整数 可 表示 为 np 十 
rn er 

(3) 点 、 直 线 、 圆 .抛物线 及 双 曲 线 的 代数 表示 形式 , 复 平面 中 复数 的 表示 形式 ,向 量 的 表 
示 形 式 等 . 

(4) 重要 的 定理 ,恒等式 ,如 余弦 定理 ,三 角 和 恒等式、 二 项 式 定理 等 ,重要 不 等 式 ,如 柯 西 
不 等 式 、 闵 可 夫 斯 基 不 等 式 等 . 


(5) 平面 几何 、 立 体 几何 中 的 一 些 基本 图 形 , 如 三 垂 线 定理 、 异 面 直线 之 间 的 公 垂 线 等 . 

基于 以 上 一 些 基本 数学 结构 形式 的 理解 和 运用 ,可 避免 构造 时 的 盲目 性 . 

例 5.17 不 查 表 , 求 sin274" 二 sin276" 一 V3 sin74"sin76° 的 值 . 

分 析 看 到 这 个 式 子 , 便 会 想到 余弦 定理 ,注意 74 "十 76 一 150" ,于 是 想到 画 一 个 三 角形 
(图 略 ) ,让 它 的 一 条 边 等 于 sin74”, 另 一 条 边 等 于 sin76" ,所 对 的 角 等 于 74 和 76", 显 然 所 夯 
三 角形 的 外 接 圆 的 直径 为 1, 余 下 的 一 个 角 等 于 30". 因 为 cos30" 一 起 ,恰好 满足 所 求 值 的 式 
子 .所 以 原 式 的 几何 意义 就 是 30" 角 所 对 的 边 长 的 平方 . 


又 根据 正弦 定理 可 知 :30° 角 对 的 边 长 为 sin30", 所 以 原 式 一 sin230? = 了 . 


例 5.18 已 知 a.6bvc 为 实数 , 且 a 十 6 十 c ==0,abec==1. 求 证 :a 2、c 中 必 有 一 个 大 于 了 
分 析 由 & 十 十 c= 王 0 及 apc 二 0 可 知 ,asc 中 一 正二 负 . 不 妨 设 a 二 0, 则 题 设 可 化 为 
46+e 二 一 avbe 二 十 ,其 结构 类 似 市 达 定理 ,所 以 构造 一 个 以 bc 为 实 根 的 一 元 二 次 方程 r? 十 


4x 十 上 一 0. 由 于 此 方程 有 两 个 实 根 , 故 有 A 一 a 一 上 之 0. 又 因 a>0, 得 4 之 沂 一 dz 


3 
8 F 
1 1 ss pe 


例 5.19 设 任意 实数 xy 满足 lz | 过 1,|y| 达 1. 求证 :了 z+ 
一 1 一 y 二 一 这 夯 


分 析 结论 的 左边 了 5 的 结构 类 似 无 穷 等 比 数列 求 和 公式 ( 逆 用 求 和 公 


式 ) ,所 以 构造 无 穷 等 比 数列 {zx”),{y”}, 从 而 有 


L 二 L i= 
Le 
二 2 十 (zx? 十 y) 十 (x 十 3 人 十 
人 2 十 2zy 十 2(zy)2 十 … 一 
一 
| al a | |a, | 
5.20 ”求证 : 逐 h | . 
例 PE a Po rpm] 下 可 本 有 用 省 下 可 卫生 和 起 本 区 | 
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分 析 ”观察 不 等 式 中 左右 两 边 各 项 的 式 子 , 其 结构 均 相 似 于 形式 -7* 于 是 可 构造 函 


数 jz) 一 和 


i 之 0, 所 以 f(x) 在 R 上 递增 . 


由 于 了 (&) = i 
十 |ail 十 … 十 |as15 则 zi 筷 xwisf (wD) fr) 


令 zi 一 |a 十 az 十 … pm 


即 


|ai 二 az 十 … 十 a, | 和 ai| 十 |az| 十 … 十 |as| 
ei er re Ee 


lel 


要 |as | 
A 


TE [we | 
区 到 | 
ee 
| -Wy |as a an | 
1 十 |a a Pi la 


f/f 2 
el € N,) ) ,求证 :a, 二 一 


例 5.21 设 a6o=1sa, = 7 
分 析 本 题 的 题 设 中 含有 V1 十 a 及 结论 中 含有 x 这 两 个 特征 .由 于 a, 之 0, 因 此 考虑 


有 


构造 新 数列 {a,) ,使 4, 一 tana,, ,其 中 a E (0.3): 


通过 化 简 去 掉 了 根 号 , 即 
Vl+tania,1 一 1 1—cosa,i Qn-l 
tana, E tan ， 
tana 。1 Sina 1 2 


则 a ， .又 因 & lya1 =V2 一 1 tan 于 ,从 而 ai 


因此 ,数列 {e,) 是 以 到 为 首 项 ,以 闻 为 公 比 的 等 比 数列 , 则 
A 国运- 
We 
> nt 


考虑 到 当 z E (0， 9 有 tanz 之 工 ， , 故 o 一 tan 了 pee 


事实 上 ,对 含有 形 如 VIT 寺 a? ,VI 于 a, ,于 二 的 问题 ,可 尝试 通过 三 角 换 元 构造 一 
个 新 数列 ,把 一 般 数 列 pe 
yy 一 4z3 一 3z， 


例 $5.22 ” 解 方 程 组 jz 一 4y? 一 3y， 
一 4z3 — 3z. 
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分 析 ”观察 方程 组 中 每 个 方程 式 的 结构 特征 ,有 似曾相识 之 感 .再 注意 每 个 方程 式 右 边 
的 三 个 数字 “4,3,3” 容 易 联想 到 公式 cos39 二 4cos*9 一 3cos9 ,于 是 设想 构造 三 信和 角 公 式 求解 . 
用 反 证 法 可 以 证 明 |z |<1.,|y|<1,|zx|<1. 

事实 上 ,车 |z |>1; 则 |y|=|z: 十 3(z? 一 z)|=|z|， |z: 十 3(z: 一 1)| 这 |z|; 同 理 
可 得 |z| 二 |y|,|z | 二 |z|, 这 是 相互 矛盾 的 ,所 以 |z | 三 1, 同 理 可 证 |y |<1,|z|<1. 
这 样 可 设 x ==cos96(0 志 9 过 7), 则 y==4cos’ 一 3cosb 一 cos30 ,= 一 cos90 ,Xx 一 cos270 , 故 


cos0 一 cos270 二 0, 易 得 到 2sin139。sin149 一 0. 在 L0,x] 内 ,有 27 个 解 :0 一 全 Ck 一 有 


kn 
12),0 =—(k =0,1,2,.… ,13). 
14 


第 五 节 运用 等 效 转换 进行 构造 


等 效 转换 原本 是 物理 中 的 一 个 概念 , 指 的 是 在 保证 最 终 效果 相同 的 情况 下 ,用 较为 简便 
的 事件 或 条 件 将 原 事件 或 条 件 代替 转化 来 考虑 问题 .在 数学 解 题 中 ,我 们 遵循 着 相同 的 思 
想 , 就 是 把 较 繁 难 的 、 复 杂 的 问题 转换 为 简单 的 、 容 易 解 决 的 问题 .因此 ,基于 等 效 转换 的 思 
想 ,力求 把 题目 "看破 ”, 改 变 问 题 表达 方式 ,以 降低 题目 抽象 度 ,帮助 解 题 突 破 思维 瓶颈 , 同 
样 是 我 们 构造 的 一 个 努力 方向 . 

例 5.23 已 知 :a >>0,0 > 0,a 十 5 一 1. 求 证 :V2 二 ,fa 1 0 6 十 二 和 各 


分 析 “为 使 条 件 < 十 一 1 与 待 证 式 的 中 间 部 分 在 形式 上 接近 ,可 以 变形 为 


(e+ 二 +(e+ 二 = 


/i 进而 有 ( a 了 + (fts) -ea 


由 此 构造 一 个 直角 三 角形 如 图 5.14 所 示 . 


tt 显然 V2 一 ja 十 去 十 4 十 亏 成 立 . 
图 5.14 I I 
又 因 ja 十 二 一 Y2eosa， b+ =V2sine, 


所 以 ja 十 二 十 4 十 十 一 .Csina 十 cosa) 


一 V2 。 asin(e + 至 ] < 
上 述 解 法 简明 直观 ,但 解法 之 由 来 .不 能 不 归功 于 精巧 的 构图 .不 难看 出 ,这 一 构图 源 于 
条 件 的 等 效 转换 .可 见 ,构造 与 等 效 转换 是 密 不 可 分 的 . 
例 5.24 已 知 函数 > 一 sinz 十 VI 十 cos*x , 求 函数 的 最 值 . 
分 析 许多 人 拿 到 此 题 最 大 的 困惑 是 如 何 处 理 根 号 ,这 看 起 来 很 难 .注意 观察 sinz 和 
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十 cos*x 的 关系 ,可 以 发 现 sin2z 十 (M1 十 cos*x )? 二 2, 则 可 把 原 函 数 式 转换 为 


sinx =V2 cos0, 
sinx 一 V2 cos (<o< 竺 ]. 
wV1 十 coszz =V2 sing, 4 4 


这 样 y 二 V2 cos0 十 V2 sinb 2sin(0 - 和 ,而 和 之 0 十 了 <r0<sin(o+ 于 <1 


函数 的 最 大 值 为 2, 最 小 值 为 0. 

上 面 是 通过 转换 函数 关系 式 , 构 造 新 三 角 模 型 ,再 利用 三 角 函 
数 的 性 质 ,巧妙 地 摆脱 了 去 根 号 的 困惑 ,使 问题 得 到 了 解决 . [本 

例 5.25 从 6 对 老 搭 档 运动 员 中 选派 5 名 出 国 参赛 ,要 求 被 选 
的 运动 员 中 任意 两 名 都 不 是 老 搭档 , 求 有 多 少 种 不 同 的 选派 方法 ? 

分 析 ”为 厘清 问题 中 的 变量 关系 ,图 示 法 是 最 好 的 选择 .为 转 
换 问 题 表 达 方 式 , 可 以 构造 六 棱柱 ABCDEF 一 A,BiCiDEIP，， 
如 图 5.15 所 示 , 可 用 6 种 不 同 的 颜色 给 六 棱柱 的 12 个 顶点 染色 ,使 
得 同一 侧 楼 的 两 端点 同色 ,用 于 表示 一 对 老 搭 档 运 动员 . 

由 题 意 可 知 ,只 需求 出 从 12 个 着 色 点 中 任 取 5 个 不 同色 的 点 
的 不 同 取 法 即 可 .这 可 分 两 个 步骤 完成 . 

第 一 步 , 先 求 从 6 种 颜色 中 任 取 5 种 的 取 法 ,Cs 二 6( 种 ). 

第 二 步 , 因 为 图 中 的 6 个 染色 点 中 同色 点 各 2 个 ,所 以 第 一 步 中 的 每 一 种 取 法 均 有 
(C3)s =32( 种 ) 搭 配方 式 . 

故 由 乘法 原理 ,完成 这 件 事 共 有 6X32= 192( 种 ) 方 法 , 即 选派 5 名 运动 员 共 有 192 种 方法 . 


例 5.26 求 》) 和. 
k=1 


分 析 ”离散 问题 一 般 可 以 转换 为 连续 问题 进行 探索 ,构造 f(x) = ,这 使 得 我 们 
1 


二 王 一 两 边 求 导 , 得 
一 


联想 到 可 以 使 用 (一 1) 微 积分 的 手段 .对 >》)x* 一 


一 本 
hl 
和 2 (1—zx) . 
两 边 乘 以 x 后 再 求 导 ,得 
Sg i Ed i mi 
全 (zy : 


从 而 ， 


元 (1 十 元 ) 一 元 "HL —n—1)— rt 


Cy 
ea 时 一 志学 


1 > 1 ok? ?十 4 6 
入 = 一 得 7 全]= 富 全 一 6 一 于 二 全 二 
sl 
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例 5.27 求 r 元 方程 zi 十 zz 十 … 十 x, 二 n 非 负 整 数 解 的 组 数 . 
分 析 ”要 解决 这 个 问题 ,我 们 可 以 设计 一 个 适当 的 数学 问题 模型 ,把 问题 直接 等 效 转换 
到 不 重组 合 ,构造 以 下 新 的 问题 . 
“把 个 不 加 区 分 的 球 全 部 放 入 r 个 盒子 里 ,每 个 盒子 里 的 球 数 不 限 , 也 可 以 有 空 盒子 ， 
共有 几 种 不 同 的 放 法 ?” 
我 们 设想 个 球 放 在 一 条 直线 上 ,如 图 5.16 所 示 ,在 两 边 固 定 挡 板 A、B. 然 后 利用 (> 一 
1) 个 活动 板 插入 球 与 球 或 球 与 挡 板 之 间 的 空隙 (如 C、D、E、…). 我 们 把 从 A 板 开 始 的 每 相 邻 
两 个 挡 板 间 的 球 数 顺 次 记 为 zx ,zs*，…'zr. 这 就 是 方程 的 一 组 解 . 
着 |e Bl 上 a 
(XXXXXXXXXX) 


图 5.16 


可 见 ,方程 的 解 的 组 数 即 (~ 一 1) 个 活动 挡 板 的 插 法 总 数 .而 挡 板 的 插入 总 方法 数 又 是 
[nC 个 球 ) 十 (7 一 1)( 个 活动 挡 板 )j 个 位 置 中 任 取 (x 一 1) 个 不 同位 置 的 方法 数 , 即 C 

抽 居 原则 的 应 用 本 身 就 是 一 种 模型 的 构造 .要 设法 构造 “ 抽 居 ”和 “ 球 ”, 其 至 要 设法 构造 
“ 放 法 ”(“ 球 ?如何 放 进 “ 抽 导 ”里 ) ,构造 得 合适 ,有 时 问题 就 可 以 迎刃而解 . 

例 5.28 7 人 围 坐 一 圈 , 每 相 邻 四 人 中 , 若 女 的 成 单 , 则 这 四 人 各 罚 一 筹 , 若 女 的 成 双 , 则 
这 四 人 各 奖 一 筹 ,结果 奖 得 筹 数 正 是 所 罚 筹 数 .求证 :” 是 4 的 倍数. 

分 析 ”选择 合适 的 方式 将 原 问题 等 效 转 换 , 是 解决 本 题 的 关键 .有 关 生 活 中 的 数学 问 
题 ,常用 的 方法 有 图 示 法 和 赋值 法 两 种 ,本 题 我 们 可 选择 对 研究 对 象 进 行 赋值 .以 zk,zs*，…， 
zw 表示 nn 个 人 , 赋 义 男 的 为 1, 女 的 为 一 1, 则 总 有 


s 
1 


2 


一 


若 ziriHizizzis 一 一 1， 表 示 ziszirszieszis 中 女 的 成 单 , 各 罚 出 一 筹 ; 若 
Zirizirzils 一 1 表示 ziziszirszik 中 女 的 成 双 , 各 奖 一 筹 .这 就 构造 出 了 原 问 题 的 
数学 模型 . 

因 所 罚 筹 数 等 于 所 奖 筹 数 , 故 

Tr Ermerts tt" | Ears = 0, 
左边 n 项 中 , 正 数 项 与 负数 项 相等 , 设 各 为 项 , 则 n= 二 2k. 所 以 ， 
(Fi (rarsrare) Nr Trars) =(— Dt=1. 

这 样 ,& 又 为 偶数 . 

设 k= 二 2m(m E Nj), 那 么 n= 二 4m(m € N;), 故 n 是 4 的 倍数 . 

例 5.29 已 知 集合 A 和 集合 B 各 有 12 个 元 素 ,A 站 BB 中 有 4 个 元 素 , 试 求 同 时 满足 下 列 
条 件 的 集合 C 的 个 数 : OC CA U B 且 C 中 含有 3 个 元 素 ; @C 由 A 关 $. 

分 析 ”此 题 中 集合 符号 的 抽象 表示 给 解 题 带 来 了 一 定 的 困难 . 若 注 意 到 A U B 中 含有 
12 十 12 一 4 二 20( 个 ) 元 素 , 则 可 将 原 问 题 实施 等 效 转换 .构造 组 合 模型 : 某 种 产品 20 件 ,其 中 
合格 品 12 件 , 现 抽取 3 件 检查 , 问 至 少 有 一 件 合格 品 的 抽 法 有 多 少 种 ? 
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由 此 可 得 集合 C 的 个 数 为 Ci 一 Ci 一 1084. 

例 5.30 求证 :Cl 。 二 十 Ci。 十 十 Cs。n? 二 n?(n 十 3)。2". 

分 析 一 时 找 不 到 证 题 的 方向 感 ,我 们 可 以 试 着 将 待 证 等 式 作 适当 变换 .事实 上 , 原 待 
证 等 式 可 转换 为 Ct， (C1 十 C3。(G 十 … 十 Cx。(C1)? 二 n?(n 十 3)。2". 基 于 观察 ,可 以 
发 现 端倪 ,左边 为 n 项 之 和 ,表示 有 n 类 方法 ,其 中 每 项 恰 为 四 个 数 之 积 , 表 示 任 一 类 方法 均 
需 分 4 步 进行 , 故 可 构造 如 下 一 个 计数 模型 :从 个 学 生 中 任 选 mw 个 (1 三 m 三 n,m EN) 学 
生 参 加 教学 座谈 会 ,并 从 中 确定 一 人 汇报 语文 ,一 人 汇报 数学 ,一 人 汇报 外 语 的 学 习 情况 (可 
以 兼任 ) , 问 有 多 少 种 不 同 的 选 法 . 

一 方面 ,我 们 可 以 从 ?个 学 生 中 先 选 出 参加 座谈 的 学 生 ,再 从 中 确定 汇报 者 , 则 有 


N=GQ P+ -GE 


另 一 方面 ,我 们 可 以 先 选 出 汇报 者 ,再 选 出 其 他 参加 座谈 的 学 生 . 

(1) 车 均 由 一 人 汇报 , 则 选 出 汇报 者 有 Ci 种 方法 .再 在 一 1 个 学 生 中 逐个 选 出 出 席 座谈 
者 ,有 2”! 种 方法 .由 乘法 原理 ,得 Ni ==C! 。 2”!. 

(2) 若 由 二 人 汇报 , 则 需 分 步 考虑 : 由 哪 二 人 汇报 ?@ 谁 汇报 两 门 课 程 ? @ 汇 报 哪 两 
门 课程 ?”@ 其 他 人 如 何 选 ?由 乘法 原理 可 得 Ns 二 C2 .C3 .C3 . 2”. 

(3) 若 由 三 人 汇报 , 则 需 分 步 考虑 : 由 哪 三 人 汇报 ?@ 各 汇报 什么 课程 ?”@ 其 他 人 如 
何 选 ? 由 乘法 原理 可 得 Ni 一 Ci 。A3 。2". 

再 由 加 法 原理 得 N HN; 十 Ns = 二 n(n 十 3)。2". 由 于 解 唯一 ,所 以 求证 式 得 证 . 

例 5.31 证 明 : > -A 

分 析 ”本题 与 组 合 相关 ， 可 以 试 着 转换 问题 形式 ， 构造 古典 概率 模型 :从 装 有 ?7 个 白 球 
和 wm 个 黑 球 的 不 透明 箱子 中 ,不 放 回 地 一 个 一 个 取 球 .第 i 次 取 球 是 且 第 一 次 取 到 黑 球 为 事 
件 Ai;Gi==1,2,…,n 十 1), 则 由 古典 概率 定义 得 到 


mC oi—1)! mA! 
P(A;) 一 - - ~ 
st (nm)Al, 
mCr! m 这 


(nt+m)Ciy ny m+n 人 
由 上 述 构造 的 例子 可 知 , 取 球 过 程 最 多 在 第 (2 十 1) 次 停止 , 即 一 定 可 以 取 到 黑 球 ,于 是 
取 到 黑 球 是 必然 事件 , 即 Ai 一 9, 且 Ai 站 Ai 一 4G 天 旋 . 从 而 推出 


ntl 


2 P(A) =P(Q) =1. 
i=1 


因此 


n+l il n+l i—1 
m m 区 
i pp 1 1 
i tm Od nie re Ci 
n+l =] 
CGC! mn 


3 Ca m 
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上 述 构造 法 途径 的 分 类 ,只 是 为 了 方便 问题 的 讨论 ,具体 解 题 时 需要 综合 考虑 .特别 地 ， 
在 应 用 构造 思想 解 题 时 ,或 许 还 要 渗透 着 猜想 .试验 .归纳 等 数学 思想 方法 .因此 构造 并 无 定 
法 ,但 有 规律 可 循 . 

综 上 所 述 ,构造 法 在 解 题 应 用 中 具有 把 问题 由 繁 化 简 、 由 难 化 易 、 由 抽象 转化 具体 的 功 
能 ,因此 构造 法 是 解决 数学 问题 中 应 用 较 广 的 一 种 方法 .在 解决 数学 问题 时 , 若 能 巧妙 .恰当 
地 运用 构造 法 ,可 达到 事半功倍 的 效果 . 


习 题 五 


面积 是 多 少 ? 
2. 比较 3Y60 与 2 十 Y7 的 大 小 . 


3. 求 Cs 十 Cicosg 十 Cicos2p 十 … 十 Cscosng 的 值 . 
4. 求 值 :sin6”sin 42"sin 66"sin 78”. 
5. 已 知 工 十 2y 一 5, 求 z? 十 y? 的 最 小 值 . 
6. 已 知 9 和 yp 是 方程 wcosz 十 bsinz 一 < 的 两 个 根 , 其 中 ,ec 天 0,0 士 天 24r(RE 
2Z), 求 证 :一 5 
本 多 snl Pp cos 时 
2 2 2 
7. 已 知 实数 a 、b、c 满足 14 一 一 工 ,求证 :5 之 ac. 
8. 已 知 wO cd € R, 求 证 :ac 十 bd Vas 十 br 。Ve? 十 d?. 
gi 求 交 一 的 值 域 . 


10. Es € re 
zz 一 3z 十 3 十 Vy 一 3y 十 3 十 Vz2z 一 V3zy 十 y: 宇 V6. 


下 证 明 :sin 人 > 一 于 jeosz pe 于 


12. 若 ax 一 3a 一 1 一 0,02 一 1 一 35(o 


13. 已 知 Vz 一 Vy = 二 10(z 、y € Ri), 求 证 :zx 一 2y 及 200. 

14. 已 知 a .bc sd 都 是 正 数 , 且 a? 十 b= 二 c?,c Va 一 d” 二 a? ,求证 :ab 二 cd. 

15. 车 a 6 均 为 正 数 ,上 且 Va’ 十 b”、V4a’ 十 6” 、Va’ 十 46” 是 一 个 三 角形 的 三 条 边 , 那 么 
这 个 三 角形 的 面积 是 多 少 ? 
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16. 已 知 a、bc 为 正 数 , 求 函数 y= 二 Vx 十 a? 十 V(c 一 x)? 十 b* 的 最 小 值 . 

17. 函数 f(x ) 定义 域 为 R,f(0) = 二 2, 对 任意 x € R,Fz) 十 广 z) >1, 求 不 等 式 
ef(zx) 二 e 十 1 的 解 集 . 

18. 已 知 函数 f(x ) 是 定义 在 R 上 的 奇 函 数 , 且 (1)=1. 当 zz 之 0 时 ,FGz)> 之 zF(z)， 
求 不 等 式 FCz) 之 工 的 解 集 . 


19. 已 知 f(z) 在 R 上 可 导 , 当 z 关 0 时 ,f(z) 十 人 下 >0, 求 丽 数 P(x) 一 f(x) 十 


的 零点 个 数 . 
20. 求证 :对 于 任意 自然 数 , 若 m 二 nn, 总 有 


和 在 吕 二 区 一 一 一 
“mC—1 (mCO—1)(m—2) (mO— 1)(m—2)°%(n 1)n n. 


ye, | 
ph 求证 :1 十 直 十 三 十 + <2. 


22. 车 p(x) 表示 n 次 多 项 式 , 且 知 p(k) = 二 0,1,…,n), 试 求 p(n 十 1). 


2 


23. 设 0 过 a 过 aG 一 1,2,3,4) ,求证 :二 : a. ran Taos Qa Aa 
a 


对 一 切 a € R 成 立 . 


数学 模型 使 数学 走出 数学 的 世界 ,是 构建 数学 与 现实 世界 的 桥梁 . 
一 一 史 宁 中 (1950 一 ) 
具有 丰富 知识 和 经 验 的 人 , 比 只 有 一 种 知识 和 经 验 的 人 更 容易 产生 新 的 联想 和 独创 的 
见解 . 
一 一 [ 英 ]E.L. 泰 勒 (1685 一 1731) 
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随 着 科学 技术 的 发 展 ,要 求人 们 解决 各 类 实际 问题 更 加 精确 化 和 定量 化 ,而 数学 建 模 正 
是 从 定性 和 定量 的 角度 分 析 与 解决 实际 问题 .现实 生活 也 是 这 样 ,许多 问题 的 解决 需要 我 们 
构建 数学 模型 .此 外 ,数学 建 模 在 培养 学 生 分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 力 、 创 新 思维 能 力 等 方 
面 起 到 很 好 的 作用 .因此 ,基于 数学 建 模 的 解 题 方法 研究 也 具有 非常 重要 的 现实 意义 . 

本 质 上 来 说 , 建 模 也 是 构造 ,但 建 模 的 内 涵 要 比 构造 更 广泛 .更 深刻 .这 里 说 的 建 模 , 主 
要 是 指 通过 对 实际 问题 的 抽象 .简化 ,确定 变量 和 参数 ,并 应 用 某 些 * 规 律 ”建立 变量 参数 间 
的 确定 的 数学 问题 (也 可 称 为 一 个 数学 模型 ) ,求解 该 数学 问题 ,解释 验证 所 得 到 的 解 , 并 确 
定 能 否 用 于 问题 解决 的 多 次 循环 ,不 断 深化 的 过 程 . 
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所 谓 数学 模型 ,就 是 用 数学 的 语言 和 方法 对 各 种 实际 对 象 作出 抽象 或 模仿 而 形成 的 一 
种 数学 结构 .建立 数学 模型 的 过 程 叫 作 数 学 建 模 .将 所 考察 的 实际 问题 化 为 数学 问题 ,构造 相 
应 的 数学 模型 ,通过 对 数学 模型 的 研究 和 解答 使 原来 的 实际 问题 得 以 解决 ,这 种 解决 问题 的 
方法 叫 作 数学 模型 方法 .在 许多 场合 下 ,数学 建 模 与 数学 模型 方法 是 作为 同义词 运用 的 . 

数学 模型 不 能 等 同 于 实际 对 象 本 身 , 它 必须 舍弃 实际 对 象 的 质 的 规定 性 ,而 从 量 的 关系 
上 对 实际 对 象 作 形 式 化 的 描述 和 刻画 .在 这 一 过 程 中 常常 略 去 实际 对 象 的 某 些 次 要 性 质 和 
因素 , 抓 住 其 主要 性 质 和 因素 .因此 ,数学 模型 虽然 能 从 某 些 数量 关系 上 反映 实际 对 象 的 原 
形 , 但 这 种 反映 仅仅 是 一 种 近似 和 模拟 .然而 , 正 是 由 于 用 与 之 相应 的 数学 模型 代替 实际 对 
象 , 才 有 可 能 把 所 研究 的 问题 表达 为 数学 问题 ,并 使 用 与 对 象 的 质 的 规定 性 无 关 的 数学 工具 
分 析 和 处 理 问 题 , 才 能 充分 发 挥 数学 工具 在 解决 问题 时 的 巨大 作用 ,使 我 们 能 够 深化 对 所 研 
究 的 实际 问题 的 认识 . 

建立 数学 模型 是 一 项 创造 性 的 劳动 ,不 管用 什么 方法 ,都 必须 根据 具体 问题 具体 分 析 的 
原则 ,灵活 机 动 ,不 断 修正 ,但 一 般 都 要 经 过 以 下 步骤 ,如 图 6.1 所 示 . 
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图 6.1 

例 6.1 方 桌 平衡 问题 :一 张 四 条 腿 等 长 的 方 桌 放 在 不 平 的 地 面 上 ,是 否 总 有 办 法 使 四 
条 腿 同 时 着 地 ? 

分 析 ”这 个 问题 似乎 与 数学 没有 什么 关系 ,但 实际 情况 并 非 如 此 ,我 们 可 以 建立 一 个 简 
单 的 数学 模型 ,将 它 数 学 化 . 

假设 : 地 面 是 一 个 连续 曲面 ; @ 对 于 地 面 的 弯曲 程度 而 言 , 桌 腿 有 足够 的 长 度 ; @ 桌 
腿 底部 的 面积 可 忽略 不 计 , 即 当 桌 腿 底 部 与 地 面 接触 时 ,可 看 成 几何 中 的 点 与 面 的 关系 . 

建立 模型 的 关键 在 于 恰当 地 寻找 表示 桌 脚 位 置 的 变量 ,并 把 要 证 明 的 “四 条 腿 同时 着 
地 ”这 个 结论 归结 为 简单 的 数学 关系 . 

现 以 A、B、C、D 分 别 表示 方 桌 的 四 条 腿 的 终端 ， 中 
则 ABCD 是 一 个 正方 形 , 以 O 表示 它 的 中 心 , 如 图 6.2 
所 示 . 建 立 以 O 为 原点 ,CA 为 x 轴 .DB 为 y 轴 的 平面 
直角 坐标 系 . 

当 方 桌 绕 O 点 转动 时 ,对 角 线 AC 与 x 轴 的 夹 角 0 
表示 方 桌 的 位 置 .在 图 6.2 中 ,正方 形 ABCD 绕 O 点 转 
动 至 A’、B'、C’、.D', 此 时 A'C’ 与 x 轴 的 夹 角 为 90.“ 四 
条 腿 同 时 着 地 ”就 是 四 条 桌 腿 的 终端 与 地 面 的 距离 都 
等 于 零 . 方 桌 位 于 不 同 的 位 置 , 桌 腿 的 终端 与 地 面 的 距 
离 情况 不 同 , 因 此 这 距离 是 9 的 函数 . 

用 了 (9) 与 g(0) 分 别 表示 A、C 两 腿 与 B.D 两 腿 到 地 面 的 距离 之 和 .由 假设 @ 可 知 ， 
了 (90) 与 g(9) 都 是 非 负 的 连续 函数 ;由 假设 @ 可 知 ,至 少 有 三 条 桌 腿 可 以 同时 着 地 , 即 对 于 
任意 的 9,f(0) 与 g(9) 中 总 有 一 个 为 零 , 因 此 f(9) g (9) 一 0. 特 别 地 ,有 F0)g(0) 一 0. 

如 果 了 (0) ==g(0) =0, 则 问题 已 经 解决 , 即 四 条 腿 同 时 着 地 .因此 ,不 妨 设 f(0) =0， 
g(0) 二 0, 这 样 可 建立 方 桌 平衡 问题 的 数学 模型 . 

问题 已 知 连续 的 非 负 函数 f(9) 与 g(0) ,满足 条 件 F(0)g(9) 一 0,F(C0) 王 0,g5(00) 二 


0, 问 是 否 存在 g,, 使 得 (9。) 二 g (0。) 二 0, 其 中 0 二 9。 一 


二 
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现在 证 明 , 这 样 的 b。 是 存在 的 .事实 上 , 若 将 方 桌 绕 O 点 转动 了 ,这 时 人 \`C 与 B、D 互 换 


位 置 , 则 有 /至 ]> os 人 (到 0. 记 d (90) 二 (0) 一 g (9), 则 d(9) 也 是 连续 函数 ,并 且 满 足 条 


件 4(0) 二 0.4(3)> 0. 


利用 连续 函数 的 性 质 可 知 , 必 存 在 0。 (=% 六 于 使 得 4(0s) 一 06) 一 g C0) 一 0, 妈 


2 

六 (go =g(00) 0 
又 因 对 任意 0, 均 有 f(9)g (9) =0, 对 9。 也 应 有 

f (0)g(0)=0 ©@ 


由 加、@ 易 得 fb) 一 g(0) 一 0, 即 总 有 办 法 使 方 桌 的 四 条 腿 同时 着 地 . 
此 问题 解决 得 非常 巧妙 而 简单 ,从 中 可 学 到 一 些 建立 数学 模型 的 具体 技巧 :用 一 元 变量 
表示 方 桌 的 位 置 ,将 距离 表示 为 0 的 函数 ,桌子 有 四 条 腿 , 但 只 设 两 个 函数 f 和 sg ;证 明 时 转 


动 了 ; 设 畏 助 两 数 d(0) 并 利用 连续 函数 的 性 质 等 . 


中 学 数学 解 题 中 真正 需要 完全 按照 上 述 几 个 步骤 实施 的 数学 建 模 并 不 多 .立足 于 解决 
实际 问题 ,中 学 数学 更 多 的 是 解决 与 数学 相关 的 应 用 性 问题 .在 应 用 性 问题 的 解 题 过 程 中 ， 
通过 对 原始 问题 的 分 析 , 假 设 、 抽 象 ,省 咯 一 些 较 复杂 的 假设 与 探究 过 程 ,重点 利用 中 学 里 学 
过 的 数学 知识 ,建立 常见 及 常用 的 数学 模型 .一 般 来 说 ,中 学 数学 解决 实际 应 用 性 问题 的 常 
用 建 模 过 程 如 图 6.3 所 示 . 


A: 现实 世界 的 是 否 符合 实际 E: 实际 问题 的 解 
问题 或 情景 修改 深化 扩展 f 
回 译 | 检验 
简 D : 数学 模型 的 解 
化 f 
数学 方法 | 计算 工具 
翻译 


B : 现实 的 模型 | C: 数学 模型 


图 6.3 


例 6.2 如 图 6.4 所 示 , 河 岸 L 同 侧 有 A、B 两 个 居民 
小 区 , 现 计划 在 河 边 建 一 个 长 am、 宽 bm 的 矩形 公园 ( 公 
园 用 CDEF 表示 ,DE 边 与 河岸 重合 ,CF 二 am,CD = 
bm) ,C.F 处 分 别 是 公园 的 大 门 (门口 宽度 忽略 不 计 ), 怎 
样 建 才能 使 小 区 A 到 大 门 C 的 距离 与 小 区 B 到 大 门下 的 
距离 之 和 最 小 ? 


mm 
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分 析 因为 公园 一 边 与 河岸 重合 ,所 以 对 边 在 平行 于 河岸 且 距 河岸 的 距离 为 5 的 直线 
上 ,所 以 将 L 向 上 平移 bm 得 Li, 将 B 向 左 平移 am 距离 至 Bi, 按 “将 军 饮 马 模型 ”的 作法 找 
到 C( 连 结 A 关于 工 ; 的 对 称 点 A 和 Bi ,与 直线 工 ; 的 交点 ) ,再 将 C 向 右 平移 am 距离 即 为 
下 ,过 C.F 分 别 作 LL 的 垂 线 , 垂 足 分 别 为 D、E, 则 CDFE 即 为 所 建 的 矩形 公园 ,连结 AC 、 
BF ,满足 AC 十 BF 最 小 . 

所 谓 “ 将 军 饮 马 模型 ”, 说 的 是 在 罗马 时 期 ,亚历山大 城 有 。 和 军营 有 
位 精通 数学 和 物理 的 学 者 ,名 叫 海伦 .一 位 罗马 将 军 专程 拜访 .军营 4 
他 ,向 他 请 教 一 个 百 思 不 得 其 解 的 问题 :将 军 每 天 从 军营 A 出 
发 , 先 到 河 边 饮 马 ,然后 再 去 河 边 同 侧 的 军营 B 开会 .应 怎样 走 
使 路 程 最 短 ? 如 图 6.5 所 示 ,这 个 问题 很 简单 ,海伦 略 加 思索 就 图 6.5 
解决 了 ,相信 今天 一 般 人 都 会 解决 这 个 问题 . 

数学 模型 能 够 在 研究 中 代替 实际 对 象 , 它 就 必须 与 所 反映 的 原型 具有 近似 性 和 一 致 性 ， 
并 且 能 够 把 通过 分 析 模型 所 得 到 的 规律 和 结论 返回 到 原型 中 去 应 用 和 检验 .如 果 由 数学 模 
型 得 到 的 结论 不 合 原型 的 实际 ,就 需要 调整 或 重新 建立 数学 模型 . 


河流 


第 二 节 ”从 实际 问题 中 抽象 出 数学 模型 


数学 来 源 于 实际 生活 .数学 ,作为 一 门 研究 现实 世界 数量 关系 和 空间 形式 的 科学 ,与 生 
活 是 息息相关 的 .作为 用 数学 方法 解决 实际 问题 的 第 一 步 ,数学 建 模 自然 有 着 重要 的 意义 .在 
各 种 领域 中 ,人 们 一 直 在 运用 数学 建 模 描 绘 、 刻 画 某 种 生活 规律 或 者 生活 现象 ,以 便 找到 其 
中 解决 问题 的 最 佳 方案 或 得 到 最 佳 结 论 . 

例 6.3 一 个 星 级 旅馆 有 150 个 房间 .经 过 一 段 时 间 的 经 营 实践 ,经 理 得 到 数据 :如 果 每 
间 客 房 定价 为 160 元 ,住房 率 为 55 多 ;如 果 每 间 客 房 定价 为 140 元 ,住房 率 为 65% ;如果 每 间 
客房 定价 为 120 元 ,住房 率 为 75% ;如果 每 间 客房 定价 为 100 元 ,住房 率 为 85%. 欲 使 每 天 收 
入 最 高 , 问 每 间 住 房 的 定价 应 是 多 少 ? 

分 析 ”根据 建 模 思 想 ,本 题 的 求解 可 分 为 以 下 五 个 阶段 . 

(1) 弄 清 实际 问题 .也 称 模型 准备 阶段 ,包括 了 解 问题 的 实际 背景 知识 ,从 中 提取 有 关 的 
信息 ,明确 要 达到 的 目的 和 要 求 . 

上 述 问题 中 ,旅馆 的 收入 显然 和 入 住 率 有 直接 关系 .但 入住 率 又 和 房价 有 关系 .房价 太 
高 ,入 住 率 低 , 收 入 也 不 会 很 高 .但 房价 又 不 能 过 低 , 太 低 了 ,虽然 人 住 率 上 去 了 ,但 旅馆 收入 
可 能 还 是 上 不 去 .问题 就 是 在 房价 定 为 多 少时 ,旅馆 的 收入 最 高 ? 

(2) 化 简 问题 .在 这 个 阶段 ,就 是 要 针对 问题 ,舍弃 一 些 次 要 因素 ,从 而 使 问题 得 以 化 简 . 
现实 问题 往往 是 杂乱 无 章 的 ,涉及 的 变量 非常 多 .如 果 不 对 其 进行 简化 , 则 认识 它 是 困难 的 . 
因此 ,必须 将 问题 简单 化 和 理想 化 .同时 ,厘清 变量 之 间 的 关系 ,把 那些 反映 问题 本 质 属性 的 
量 和 关系 抽象 出 来 . 

为 建立 数学 模型 ,要 简化 上 述 问 题 ,为 此 我 们 提出 了 下 面 的 假设 :假设 1, 设 每 间 房 的 最 
高 定价 为 160 元 ;假设 2, 设 旅馆 每 间 客 房 定价 相等 . 

通过 上 面 的 分 析 ,我 们 发 现 , 与 160 元 相 比 ,房价 每 减少 20 元 ,住房 率 上 升 10% ,于 是 我 
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们 提出 第 三 条 假设 :假设 3, 与 160 元 相 比 ,降低 的 房价 和 增长 的 住房 率 成 正比 . 

(3) 建立 模型 .在 假设 的 基础 上 , 抓 住 问 题 的 主要 因素 和 有 关 量 之 间 的 关系 进行 抽象 概 
括 , 运 用 适当 的 数学 工具 刻画 变量 之 间 的 数量 关系 ,建立 相应 的 数学 结构 . 

上 述 问 题 主 要 涉及 两 个 变量 一 一 房价 和 收入 ,不妨 设 房价 为 x 元 ,此 时 的 收入 为 y 元 ， 
根据 上 面 3 条 假设 ,我 们 要 建立 两 个 变量 之 间 的 关系 . 

针对 这 道 题 ,我 们 要 建立 收入 和 房价 之 间 的 变量 关系 . 当 房价 为 z 元 时 ,我 们 来 看 入 住 率 应 该 
为 多 少 .与 160 元 相 比 ,房价 为 x 时 ,房价 减少 了 (160 一 zx) 元 ,根据 假设 3, 此 时 入 住 上 升 率 为 


160 一 z 、10%, 人 住 率 为 0 一 x10% 十 55%, 则 可 知 收入 y 150z (0 X 10% + 55%]. 


20 20 
于 是 问题 归结 为 求 y 的 最 大 值 , 即 求 当 xz 为 多 少时 ,> 取 最 大 值 , 即 问题 的 数学 模型 为 


本 -150z[ 2 加 本 x10% +55%]. 


0<x<160 20 


(4) 模型 求解 .对 所 得 的 模型 在 数学 上 进行 推理 或 演算 , 求 出 数学 上 的 结果 . 
将 上 式 展开 ,有 y ee 270z) T(z 135)* 十 13668.75. 于 是 当 z =135 时 ,y 


取得 最 大 值 13668.75. 

(5) 检验 .把 数学 上 得 到 的 结论 返回 到 实际 问题 中 . 

把 上 面 的 值 带 回 到 实际 问题 中 , 即 当 房价 定 为 135 元 时 ,收入 最 高 为 13668.75 元 . 

需要 指出 的 是 ,检验 阶段 ,如 果 经 过 检验 ,所 得 模型 确实 合理 , 即 可 将 模型 应 用 到 实际 问 
题 中 ,并 在 实践 中 进一步 接受 验证 .如 果 发 现 模型 不 合理 , 那 就 必须 修改 假设 ,重新 建 模 .这 一 
过 程 可 以 循环 往复 ,直至 获得 满意 的 结果 为 止 . 

例 6.4 某 饲 养 场 每 天 投入 6 元 资金 用 于 饲养 ,设备 、 人 力 ,估计 可 使 一 头 60kg 重 的 生猪 
每 天 增 重 2.5kg. 目 前 生猪 出 售 的 市 场 价格 为 12 元 /kg, 但 是 预测 每 天 会 降低 0.1 元 , 问 该 饲养 
场 应 该 什么 时 候 出 售 这 样 的 生猪 ? 

分 析 投入 资金 可 使 生猪 体重 随时 间 增 长 ,但 售 价 会 随时 间 降 低 , 应 该 存在 一 个 最 佳 的 
出 售 时 机 ,使 获得 的 利润 最 大 .根据 给 出 的 条 件 , 可 作出 如 下 的 简化 假设 . 

模型 假设 :每 天 投入 6 元 资金 使 生猪 的 体重 每 天 增加 的 常数 为 r(x 一 2.5kg); 生 猪 出 售 
的 市 场 价格 每 天 降低 常数 g(g 一 0.1 元 ). 

模型 建立 :给 出 以 下 记号 z 时 间 ( 天 );w 一 一 生猪 体重 ;P 一 一 单价 (元 人 kg) ;R 一 一 
出 售 的 收入 (元 );Q 纯利 润 (元 );C 一 一 t 天 投入 的 资金 (元 ). 

按照 假设 ,w ==60 十 ri(r = 二 2.5),P==12 一 gt(g 二 0.1), 又 知道 R=Pw,C=6t. 

再 考虑 纯利 润 应 扣 掉 以 当前 价格 (12 元 /kg) 出 售 60kg 生猪 的 收入 ,有 Q =R 一 C 一 
12 X60, 得 到 目标 函数 (纯利 润 ) 为 

Q() =(12— gt)(60+rt) — 6 — 720 (0 
其 中 r==2.5,g ==0.1, 求 1(t 宇 0), 使 Q(z) 最 大 . 
模型 求解 :这 是 求 二 次 函数 最 大 值 问 题 ,用 代数 或 微分 法 容易 得 到 
6r — 30g—3 


t= 一 一 一 ©@ 
er 
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当 - 王 2.5,g 一 0.1 时 ,z 一 36.Q(36) 二 324, 即 36 天 后 出 售 ,可 得 最 大 纯利 润 324 元 . 

数学 模型 实际 上 是 人 对 现实 世界 的 一 种 反映 形式 ,因此 数学 模型 和 现实 世界 的 原型 就 
应 有 一 定 的 “相似 性 ”, 抓 住 与 原型 相似 的 数学 表达 式 或 数学 理论 就 是 建立 数学 模型 的 关键 
性 技巧 . 

例 6.5 在 洗衣 服 时 ,衣服 已 打 好 了 肥皂 ,揉搓 得 很 充分 了 , 青 拧 一 拧 ,当然 不 能 把 水 完 
全 拧 干 ,衣服 上 还 残留 含有 污 物 的 水 1kg, 用 20kg 清水 漂洗 , 问 怎 样 才能 将 衣服 漂洗 得 更 
TT? 

分 析 ”这 是 个 实际 问题 ,我 们 需要 利用 数学 的 方法 进行 解决 ,下 面 给 出 的 解答 过 程 ,其 
中 的 大 部 分 内 容 是 中 学 生 可 以 接受 的 . 

如 果 把 衣服 放 到 这 20kg 清 水 中 ,那么 ,连同 衣服 上 那 kg 污水 ,一 共 21kg. 污 物 均匀 分 布 


在 这 21kg 水 里 . 拧 “ 干 ”后 ,衣服 上 还 有 1kg 水 ,所 以 污 物 残存 量 是 原来 的 吉 . 或 者 ,我 们 把 这 


20kg 水 分 两 次 用 .比如 ,第 一 次 用 5kg 水 ,可 使 污 物 减少 到 二 ;再 用 15kg 水 , 污 物 又 减少 到 


1 


的 16 


, 即 于 ,分 两 次 漂洗 ,效果 好 多 了 1 同样 分 两 次 漂洗 ,也 可 以 每 次 用 10kg 水 ,每 次 都 使 污 


物 减 少 到 原 有 量 的 二 


由 此 我 们 可 以 得 到 如 下 两 个 猜想 : 四 将 清水 分 成 多 次 清洗 衣服 时 , 当 每 次 分 的 量 相等 
时 ,衣服 清洗 得 最 干净 ; @ 在 总 的 清水 量 一 定 的 前 提 下 ,把 水 分 的 份 数 越 多 ,衣服 清洗 得 越 
干净 . 

这 两 个 猜想 是 否 正确 ,我 们 需要 建立 一 般 的 模型 进行 解答 . 现 将 一 般 化 的 问题 叙述 如 
下 : 设 衣服 经 洗涤 充分 拧 干 后 残存 水 量 为 wkg, 其 中 含 污 物 mokg', 漂洗 用 的 清水 为 Akg, 我 
们 把 Akg 水 分 成 于 次 使 用 ,每 次 用 量 依次 是 uias,…',av, 经 过 ?次 漂洗 后 ,衣服 上 还 有 多 少 
污 物 ? 怎样 合理 使 用 这 Akg 水 ,才能 把 衣服 洗 干 净 ( 残 留 污 物 的 量 最 少 )? 

(1) 模型 假设 : 四 总 水 量 A 是 有 限 的 ,假定 总 水 量 一 定 (不 考虑 总 水 量 无 限 的 情况 ,这 与 
节约 用 水 的 常识 是 相符 的 ); 加 设 每 次 都 漂洗 得 很 充分 , 使 得 衣服 上 的 污 物 能 均匀 地 溶 于 
水 中 . 

(2) 建立 求解 模型 :考察 第 一 次 ,把 带 有 mokg 污 物 的 wkg 水 的 衣服 放 到 akg 水 中 , 充 
分 搓洗 拧 干 后 ,由 于 mokg 污 物 均 匀 分 布 于 (w 十 a1)kg 水 中 ,所 以 衣服 上 残留 的 污 物 量 mi kg 


与 残留 的 水 量 wkg 成 正比 , 即 字 + 一 一 卫 一 , 则 有 mm 二 m。 -以 此 类 推 , 当 衣 


w mo 


wal 


1 十 于 
局 
mo 


ER 


的 污 物 m。 越 多 ,最 后 剩 下 的 污 物 也 越 多 ,衣服 越 脏 越 难 洗 ,这 与 生活 常识 是 相符 的 . 
(3) 模型 的 进一步 研究 :我 们 来 探讨 前 面 提出 的 第 一 个 猜想 ,假设 总 水 量 A 一 定 , 则 有 
Qi 十 az 十 … 十 a 一 人 A. 根据 平均 值 不 等 式 , 有 


服 漂洗 次 后 ,残留 的 污 物 量 为 m， -可 见 , 原 来 衣物 上 残留 
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@ + 全] ( + 全 ] “| + 各] 
交 E[G + 鱼 ]+ ( + 人]+ 汪汪 (4 +2] | f + 坊 )- 
ee -= 时 取 等 号 ,这 表明 每 次 用 水 量 均 为 全 时 ,残留 的 污 物 量 m。 取得 
最 小 值 , 即 此 时 衣服 洗 得 最 干净 ,于 是 我 们 第 一 个 猜想 的 正确 性 得 到 了 验证 . 
下 面 来 看 第 二 个 猜想 , 若 把 洗 n 次 后 残留 的 最 小 污 物 量 记 为 mi , 则 mm 一 一 一 


mo 


[+ (7 让] 


由 均值 不 等 式 , 得 


(+ 千 ) x1< 


nv 


同 理 ma = 


ntl 


A nl 
Li 


所 以 mx* 之 ma 和 ,这 表明 ,对 于 给 定 的 水 量 , 把 水 分 成 (z 十 1) 次 用 ,要 比分 成 次 用 更 干 
净 .但 是 ,在 总 水 量 A 一 定 的 前 提 下 ,是 不 是 份 数 分 得 越 多 , 洗 得 越 干 净 呢 ? 相关 的 讨论 需要 
涉及 高 等 数学 方面 的 知识 ,有 兴趣 的 读者 可 以 查询 文献 资料 ,这 里 只 给 出 结论 : 当 分 的 份 数 
n 趋 于 无 穷 时 , 记 m" 为 m; 的 极限 , 则 有 


fe] 
nw 


由 


这 表明 ,my 不 是 无 穷 小 量 , 即 当 总 水 量 A 一 定时 ,不 论 分 多 少 次 漂洗 ,也 做 不 到 一 点 污 
物 都 不 残留 . 

结论 从 上 式 可 知 , 若 总 水 量 A 充分 大 , 且 洗 的 次 数 充 分 多 时 ,可 以 使 m; 任意 小 ,但 这 
与 节约 用 水 相 矛 盾 ,实际 上 也 不 需要 . 

事实 上 , 当 A :w= 二 4 : 1 时 ,残余 物 的 最 小 值 可 达 
«_Mmo mo 


ie 
所 


而 且 由 于 (1+ 仿 ] 当 增 大 时 收敛 得 很 快 ,因此 只 要 将 水 分 成 不 多 的 几 等 份 就 可 以 


了 .由 计算 得 知 ,通常 将 水 分 成 2 ~ 4 等 份 , 污 物 的 残留 量 就 很 少 了 ,所 以 全 自动 洗衣 机 设 定 
的 三 次 漂洗 而 不 是 更 多 次 ,并 不 是 因为 怕 麻 烦 , 而 是 污 物 的 漂洗 已 经 达到 了 理想 的 要 求 . 


m A 0.018mo. 
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现实 世界 许多 问题 并 非 简单 的 一 些 符号 表示 就 能 解决 ,很 多 问题 需要 借用 数学 上 的 图 
形 、 公 式 、 定 理 以 及 丰富 的 数学 思想 方法 来 解决 .由 于 知识 覆盖 的 广度 不 够 ,在 中 小 学 开展 数 
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学 建 模 活动 会 受到 一 定 限 制 ,能 够 解决 的 现实 问题 并 不 普遍 .以 下 介绍 中 小 学 数学 解 题 中 常 
见 、 常 用 的 几 种 数学 模型 ,并 就 中 小 学 数学 相关 的 实际 问题 模型 的 多 维 构建 进行 探讨 . 
一 、 中 小 学 常见 .常用 数学 模型 的 建构 

1. 构造 函数 模型 

在 我 们 的 实际 生活 中 ,普遍 存在 着 最 优化 问题 一 一 最 佳 投资 .最 小 成 本 、 最 大 容积 ( 面 
积 ) 等 ,这 些 问 题 常常 归结 为 函数 的 最 值 问题 , 可 利用 函数 的 单调 性 和 相关 的 性 质 解 
决 . 例 6.6 就 是 一 道 典 型 的 构造 函数 模型 解 题 的 案例 . 


例 6.6 某 一 房地产 开发 商 买 了 一 块 地 ,地 形 如 图 6.6 所 示 ,近似 B 
如 扇形 .已 知 扇形 AOB 的 半径 约 为 1km; 中 心 角 AOB 约 为 60", 现 Pa 
在 开发 商 准备 把 此 地 建成 一 个 逢 形 的 小 区 , 即 图 6.6 中 的 PQRS ,为 了 


0 Pp 
充分 地 利用 土地 ,请 问 P 选 在 什么 位 置 时 ,矩形 PQRS 的 面积 最 大 ， ee | 
并 求 出 这 个 最 大 值 . 0 Rk 5 4 

分 析 因为 P 点 在 AB 上 运动 ,所 以 要 想 确定 P 点 的 位 置 ,必须 图 6.6 
要 用 PP 点 所 确定 的 圆心 角 来 说 明 , 即 P 点 的 位 置 由 和 AOP 决定 , 因 
此 这 道 题 的 关键 在 于 求 <AOP 的 度数 .需要 注意 的 是 ,在 化 简 三 角 函 数 表 达 式 时 , 正 、 余 弦 
的 和 差 公式 及 其 道 运算 在 求 最 值 方面 经 常用 到 .本 题 在 化 简 面 积 S 的 表达 式 时 ,就 用 到 了 它 
的 逆 运 算 . 

连结 OP ,可 设 人 <AOP =x, 则 PS =sinz ,OR = sinx cot60",RS 一 cosz 一 sinzcot60” 


所 以 ,S =RS .PS ==(cosx 一 sinz cot60°)sinz = sinc2r 十 30") 一 


因为 x E (0?.60?) ,所 以 当 2z 十 30" = 二 90”, 即 x 二 30° 时 ,此 时 面积 最 大 值 为 


例 6.7 ”请 您 设计 一 个 帐篷 , 它 下 部 的 形状 是 高 为 lm 的 正六 棱柱 ,上 部 的 形状 是 侧 棱 长 
为 3m 的 正六 棱锥 ,如 图 6.7 所 示 . 试 问 当 帐篷 的 顶点 O 到 底面 中 心 0; 的 距离 为 多 少时 ,帐篷 
的 体积 最 大 ? 

分 析 ”要 知 何 时 体积 最 大 ,只 要 表达 出 体积 关于 00, 为 zm. 则 1 二 x 二 4. 由 题 设 可 得 正六 
棱锥 底面 边 长 为 V3 一 (zx 一 1)? = V8 十 2t 一 x?. 

于 是 底面 正六 边 形 的 面积 为 6 。 i 


3Y3 wg| Be D+1| 8 


AN 帐篷 的 体积 为 VCz) 2 (8 十 2z 本 | 
ee D> (16 十 12z 一 并 3)。 
i 求 导数 ,得 V(x) 一 0, 解 得 zx 一 一 2( 不 合 题 意 , 舍 去 ) ,zx 一 2. 

当 1 二 z 二 2 时 ,VV (x) 之 0,V(z) 为 增 函 数 ; 当 2 二 x 二 4 时 ， 


V(x) 二 0,V(z) 为 减 函 数 . 所 以 当 xz 二 2 时 ,VCz) 最 大 . 即 当 OO， 为 
2m 时 ,帐篷 的 体积 最 大 . 


V3 
6 


D3 «(8+ 2 0 


图 6.7 
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2. 构造 方程 或 不 等 式 模型 

在 现实 世界 中 ,广泛 存在 着 数量 之 间 的 相等 或 不 等 关系 ,如 最 佳 决 策 、 人 口 控 制 、 资 源 保 
护 、 生 产 规 划 、 交 通 运输 ,水土 流失 等 问题 中 涉及 的 有 关 数 量 问题 , 常 归结 为 方程 或 不 等 式 求 
解 .一 般 可 以 通过 对 给 出 的 一 些 数据 进行 分 析 、 转 化 ,建立 “方程 或 不 等 式 (组 ) 模 型 ", 再 求 在 
约束 条 件 下 方程 或 不 等 式 (组 ) 的 解 集 . 

例 6.8 如 图 6.8 所 示 , 动 物 园 要 围 成 相同 面积 的 长 方形 虎 笼 4 间 , 一 面 可 利用 诛 有 的 
墙 , 其 他 各 面 用 钢筋 网 围 成 . 


(1) 现 有 可 围 36m 长 网 的 材料 ,每 间 虎 笼 的 长 、 宽 各 设计 
为 多 少时 ,可 使 每 间 虎 笼 的 面积 最 大 ? 

(2) 若 使 每 间 虎 笼 面积 为 24m? , 则 每 间 虎 笼 的 长 , 宽 各 设 
计 为 多 少时 ,可 使 围 成 4 间 虎 笼 的 钢筋 网 总 长 最 小 ? 


分 析 
(1) 设 每 间 虎 笼 长 xm, 宽 为 ym, 则 由 条 件 可 知 :4z 十 6y= 王 36, 即 2z 十 3y 王 18, 并 且 z 二 
0,y 二 0. 设 每 间 虎 笼 面积 为 S, 则 S 二 xzy. 


由 于 2z 十 3y 过 2V2z。3y 一 2V6zy ,所 以 2V6zy 18, 得 zy 之 字 . 即 S$ 之 字 , 当 且 


仅 当 2z 一 3y 时 ,等 号 成 立 . 


人 十 3y 一 18，_ 人 一 


解 得 》“ 即 每 癌 虎 笼 长 为 45m、 宽 为 3m 时 ,可 使 每 间 虎 笼 的 面 


2z 一 3y， 
积 最 大 . 
(2) 设 围 成 4 间 虎 笼 的 钢筋 网 总 长 为 im, 则 1 =4z 十 6y, 且 zy 二 24,1 = 二 2(2zx 十 3y) 之 


起 遇 
2X2V2z。3y 一 4V6zy 一 4 5 下 一 8, 当 且 仅 当 24 一 3y 时 取 等 号 . 即 人 2 a 解 得 
RE = 


一 ， 故 每 间 席 笼 长 为 6m 、 宽 为 4m 时 ,可 使 钢筋 网 的 总 长 最 小 为 48m。 
y=4, 


例 6.9 某 城 市 2018 年 年 末 汽 车 保有 量 为 30 万 辆 ,预计 此 后 每 年 报废 上 一 年 年 末 汽 车 
保有 量 的 6% ,并且 每 年 新 增 汽车 数量 相同 ,为 保护 城市 环境 ,要 求 该 城市 汽车 保有 量 不 超过 
60 万 辆 ,那么 每 年 新 增 汽车 数量 不 应 超过 多 少 辆 ? 

分 析 “本题 是 一 道 高 考 诛 题 ,一 般 的 思路 是 设 出 递 推 数列 ,再 求 极 限 取 值 .这 里 我 们 采 
用 构造 不 等 式 模型 给 出 另 一 种 解法 . 设 每 年 新 增 汽车 数量 为 zx 万 辆 , 则 可 建立 数学 模型 如 下 . 

对 满足 0 二 a 三 60 的 任意 实数 e ,都 有 (1 一 0.06)e 十 z 二 60. 

可 得 ,zx 委 60 一 (1 一 0.06)a. 

易 知 其 右 端 可 看 作 a 的 一 次 函数 ,在 区 间 (0,60] 上 有 最 小 值 0.06 X 60 一 3.6. 所 以 不 等 式 
对 任意 a E (0,60] 都 成 立 的 充 要 条 件 为 x+ 二 3.6. 

因此 ,每 年 新 增 汽车 数量 不 应 超过 3.6 万 辆 . 

例 6.10 ” 某 种 机 器 ,每 天 要 付 维修 费 , 若 在 买 回 来 后 的 第 1 天 ,应 该 付 的 维修 费 为 (i 十 
500) 元 ( 买 回来 的 当天 以 上 一 0 计算 ) ,又 买 机 器 时 , 花 的 费用 为 50 万 元 , 问 买 回来 的 第 几 天 报 
废 最 合算 ? 
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分 析 设 买 进 以 后 第 t 天 报废 最 合算 , 则 买 进 以 后 的 (z 一 1) 天 内 所 付 的 维修 费 为 
500 十 (1 十 500) 十 (2 十 500) 十 … 十 [Gz 一 1) 十 500] 


二 500z 十 [1 十 2 十 … 十 (一 1)] = +500r. 
加 上 购买 机 器 的 50 万 元 , 设 每 天 的 平均 损耗 为 > 元 , 则 


500000 十 一 十 500t 


500000 能 1 
y 2 2 十 500 
500000 ££ 1 于 和 
> 0 
500000  Lt > i 
当 且 仅 当 zt 1000 时 取 号 , 故 知 在 买 回 机 器 后 的 第 1000 天 报废 最 
划算 . 
3. 构造 数列 模型 


例 6.9 也 可 以 通过 构造 递 推 数列 去 求解 ,限于 篇 幅 , 这 里 咯 去 具体 解法 .在 实际 生活 中 ， 
有 关 产 量 增长 ,资金 增长 , 存 贷 利率 、 工 程 用 料 等 问题 ,经 常 是 通过 分 析 题 目 所 提供 的 有 关 数 
据 建 立 “ 数 列 模型 ”, 再 借助 数列 的 性 质 与 求 和 ,使 问题 得 解 . 

例 6.11 甲乙 .两 3 人 相互 传 球 ,由 甲 开始 传 球 ,并 作为 第 一 次 传 球 ,经 过 nn 次 后 , 球 仍 
回 到 甲 手 中 , 则 不 同 的 传 球 方式 有 多 少 种 ? 

分 析 ”此 题 从 表面 上 来 看 ,似乎 与 数列 无 关 , 使 人 陷入 “ 山 重水 复 疑 无 路 ”之 境 .如 解 题 
时 仔细 观察 ,注意 到 题目 条 件 的 特点 ,充分 展开 联想 ,发 挥 思维 的 创造 性 ,构造 数列 通 项 中 的 
递 推 关系 ,可 使 解 题 思路 简单 顺畅 ,解法 灵活 巧妙 . 

设 经 过 n 次 传 球 后 , 球 回 到 甲 手中 的 不 同方 法 有 a 种 , 球 不 在 甲 手 中 的 不 同方 法 有 
种 .对 每 个 传 球 的 人 来 说 ,每 次 传 球 的 方法 有 2 种 , 故 n 次 传 球 后 ,共有 2" 种 不 同 的 传 球 方法 ， 
故 a 十 5, 二 2". 同 时 ,第 Gn 十 1) 次 把 球 传 给 甲 , 则 第 次 时 必 不 传 给 甲 ,因而 a = 二 5, ,所 以 
au ann 二 2”, 即 awn 三 一 4a, 十 2" ,其 中 i 二 0. 从 而 建立 起 a 的 递 推 关系 , 易 得 


2"+1 2" 
Qn+Hl 一 3 -一 (一 所 


所 以 数列 [4 一 写 ] 是 首 项 为 a 一 村 一 一 到 , 公 比 为 一 1 的 等 比 数列 ,所 以 
妥 -有 2 
a 二 3 湛 t= 稚 


例 6.12 菜油 料 库 已 储 油料 at, 计划 正式 运营 后 的 第 一 年 的 进 油 量 为 已 储 油 量 的 
25% ,以 后 每 年 的 进 油 量 为 上 一 年 年 底 储 油 量 的 25% ,上 且 每 年 运 出 bt, 设 a, 为 正式 运营 第 
nn 年 年 底 的 储 油 量 . 
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(1) 求 a， 的 表达 式 并 加 以 证 明 ; 
(ed) 为 应 对 突 发 事件 ,该 油库 年 底 储 油 量 不 得 少 于 二 at 如 果 b 二 去 at, 该 油库 能 否 长 期 
按 计划 运营 ?如 果 可 以 请 加 以 证 明 ,如果 不 行 请 说 明理 由 ( 取 lg2 一 0.30,1g3 一 0.48). 


分 析 常规 解法 如 下 . 
(1) 依 题 意 ,油库 原 有 油 量 为 at, 则 


ai 一 (1 十 25%)a -b= 一 0， 


4s = (+25%)an 一 5 一 人 ai 一 (n 宇 2,n € Ni). 


易 知 di, 一己 一 全 (do 一色) 数列 ta 一 乌 } 是 公 比 为 三 , 首 项 为 二 a 一 5 的 等 比 数列 .所 


5 n 5 | J 5 5 n 
村 a FE) et 2 人 (2). wv[(3) 中 


(2) 车 5 一 六 at 时 ,该 油库 第 ， 年 年 底 的 储 油 量 不 少 于 二 at, 即 


芒种 反 站 和 7 4 有 
和 
合 ] | 1|x +x > m(3] 二 
1g3 0.48 
lI—Ss2 1—3303 


所 以 ,n 夺 logs3 4.8. 可 见 该 油库 只 能 在 5 年 内 运营 ,因此 不 能 长 期 


4. 构造 几何 模型 

数 形 结合 在 代数 和 几何 之 间架 设 了 桥梁 ,人 们 经 常用 构造 几何 模型 的 方法 解决 代数 问 
题 .而 在 现实 生活 中 的 许多 应 用 性 问题 ,如 航行 .建筑 .测量 .人 造 卫星 运行 轨道 等 ,一 样 常 需 
建立 相应 的 几何 模型 ,应 用 几何 知识 ,转化 为 用 方程 .不 等 式 或 三 角 等 知识 去 求解 . 

例 6.13 ”在 一 个 晚会 上 ,有 唱歌 .小 品 ,书法 .跳舞 .朗诵 、 猜 这 6 个 表演 项 目 .要 求 每 位 参 
赛 者 只 能 参加 两 个 项 目 , 任 意 两 个 比赛 项 目 中 ,只 有 一 个 参赛 者 是 重复 的 ,并 且 6 个 比赛 项 
目的 参赛 人 数 均 相等 .根据 这 些 条 件 , 求 参赛 者 的 人 数 . 

分 析 用 点 表示 参赛 者 ,直线 表示 比赛 项 目 ,参赛 者 A 参加 某 项 目 p, 当 且 仅 当 点 A 在 
直线 p 上 .于 是 可 将 原 题 翻译 成 几何 问题 :有 6 条 直线 , 任 两 条 直线 仅 有 一 个 交点 ,每 一 点 仅 
在 两 条 直线 上 ,每 条 直线 上 的 点 数 相 同 , 求 一 共有 多 少 个 点 ? 

显然 ,点 的 个 数 有 Ci 王 15( 个 ) ,如 图 6.9 所 示 . 所 以 ,参赛 者 有 15 人 . 

这 样 ,将 问题 翻译 成 几何 语言 ,舍弃 非 本 质 的 条 件 , 仅 保留 参赛 者 与 项 
目的 本 质 关系 ,于 是 问题 轻而易举 地 得 到 解决 .本 题 还 可 以 推广 到 一 般 情形 : 


如 果 及 个 比赛 项 目 .参赛 者 条 件 不 变 ,那么 参赛 者 有 C 一 A). 


例 6.14 ”我 现在 的 岁数 是 我 弟弟 当年 岁数 的 2 倍 , 但 我 当年 的 岁数 却 
图 6.9 与 弟弟 现在 的 岁数 一 样 ,我 们 两 人 现在 的 年 龄 之 和 是 63 岁 .请 问 ,我 和 弟 
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弟 现在 各 是 多 少 岁 ? 

分 析 ”本题 如 用 算术 法 和 代数 法 求解 均 不 容易 ,然而 巧 用 构图 3 
法 求解 却 别 有 洞 天 ,值得 欣赏 和 重视 .构造 几何 模型 如 图 6.10 所 示 , 线 。 万 D 
段 BE 表示 两 人 的 年 龄 之 差 .当年 ,我 的 年 龄 是 AE 时 ,他 的 年 龄 是 了 必 


CG ,很 明显 ,BE ==DG ,而 BDGE 是 一 个 平行 四 边 形 . 


出 题 意 可 以 知道 ,CG 二 方 AB, 所 以 AR= CG 一 二 AB. 由 于 BE | , 
我 的 年 版 。 我 弟弟 的 年 了 


图 6.10 


DG,EF 一 DG, 所 以 BF 二 2BE. 于 是 AB 二 4BE, 而 CD 二 3BE, 所 以 
AB 十 CD== 7BE, 即 63= 7BE, 所 以 BE 二 9 岁 . 因 此 ,我 和 弟弟 的 年 龄 
分 别 是 36 岁 和 27 岁 . 

例 6.15 有 若干 个 鸟 窝 ,它们 之 间 的 距离 彼此 不 等 ,如 果 从 每 个 鸟 窝 都 有 一 只 鸟 飞 落 到 
离 它 最 近 的 另 一 个 鸟 窝 , 试 证 每 个 鸟 窝 飞 落下 的 鸟 不 超过 5 只 . 

分 析 ”如 果 鸟 窝 的 个 数 不 超 过 6 个 , 则 每 个 鸟 窝 飞 落 的 鸟 不 超过 5 只 ,命题 显然 成 立 . 

如 果 鸟 窝 的 个 数 超过 6 个 ,我 们 就 可 以 将 问题 构想 成 数学 模型 :证 明 平面 内 不 存在 这 样 
的 点 O, 它 到 个 点 Pi ,P:,,…,P, 的 距离 为 di,ds，…,d, ,能 使 di < PiP,,d! < PiP;， 
0 TY. st A :7 

如 图 6.11 所 示 , 设 O 在 多 边 形 内 部 ,di 二 PP: ,ds 二 PP , 则 
PiP; 为 不 等 边 人 P1OP; 的 最 大 边 , 所 以 人 1 > 60". 同 理 人 2 之 60",，…， 
Zn 之 60". 于 是 和 1 十 人 2 十 … 十 人 n 之 360"(n 宇 6). 这 与 入 1 十 人 2 十 … 十 
Zn = 360? 相 了 矛盾 .所 以 这 样 的 点 是 不 存在 的 . 

如 果 点 O 在 多 边 形 的 边 上 或 者 外 部 ,同样 可 推 得 满足 这 样 条 件 
的 点 O 也 是 不 存在 的 .命题 得 证 . 

5. 构造 线性 规划 模型 

在 平时 的 生产 生活 中 ,我 们 常常 会 遇 到 在 一 定 的 条 件 下 生产 两 种 产品 ,怎样 组 合 搭配 能 
使 生产 成 本 最 低 或 花费 最 少 等 问题 ,这 样 的 问题 常常 转化 为 线性 规划 问题 解决 .线性 规划 应 
用 问题 的 一 般 求解 步骤 如 下 . 

(1) 根据 题 意 建立 数学 模型 ,作出 不 等 式 组 区 域 的 图 形 即 可 行 解 区 域 . 

(2) 设 所 求 的 目标 函数 f(z ,y) 为 己 值 . 

(3) 将 目标 函数 转化 为 斜 截 式 ,平移 直线 ! , 当 直 线 1 经 过 可 行 域 的 顶点 或 边界 时 可 求 得 
直线 7 在 y 轴 上 截 距 的 最 大 值 ( 最 小 值 ) ,从 而 得 已 的 最 大 值 和 最 小 值 . 

例 6.16 某 营 养 学 家 指出 ,成 人 良好 的 日 常 饮食 应 该 至 少 每 天 提供 0.075kg 的 碳水 化 合 
物 .0.06kg 的 蛋白 质 .0.06kg 的 脂肪 .1kg 食物 A 含有 0.105kg 碳水 化 合 物 ,0.07kg 蛋白 质 、 
0.14kg 脂肪 ,花费 28 元 .而 1kg 食 物 B 含 有 0.105kg 碳 水 化 合 物 、0.14kg 和 蛋白质 .0.07kg 脂 肪 ， 
花费 21 元 .为 满足 营养 学 家 指出 的 日 常 饮食 要 求 , 同 时 使 花费 最 低 ,需要 同时 食用 食物 A 和 
食物 B 各 多 少 kg? 

分 析 ” 据 已 知 数据 ,可 以 把 所 有 条 件 归 类 列 出 ,如 表 6.1 所 示 . 


图 6.11 
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表 6.1 食物 中 营养 物质 的 含量 单位 :kg 
食物 碳水 化 合 物 蛋白 质 脂肪 

0.105 0.07 0.14 
B 0.105 0.14 0.07 


设 每 天 食用 zkg 的 食物 A ,ykg 的 食物 BB, 总 成 本 为 = 元 ,那么 


0.105z 十 0.105y 之 0.075， 
0.07z 十 0.14y 三 0.06， 
0.14z 十 0.07y 之 0.06， 

Xz 宇 0;y 宇 0， 


目标 函数 为 > 一 28z 十 21y. 


Ir+7y S55 

0 _ 17z 十 14y 之 6， 了 co 

上 述 二 元 一 次 不 等 式 组 等 价 于 作出 此 不 等 式 组 表示 的 平面 区 域 即 可 行 
1l14z 十 7y 之 6， 


5 S08 S08 


域 ,如 图 6.12 所 示 . 
由 图 中 可 行 域 可 以 看 出 , 当 直 线 = 一 28z 十 21y 经 


6 
z 7. 
过 点 也 时 , 截 距 地 最 小 ,此 时 = 也 是 最 小 . \ 4 
二 “所 
L 忆 2 
7z 十 7y 一 5， 本 7 
解 方程 组 和 q 
14z 十 7y 王 6， = t 
7 I 
加 1 4 AN Tx+7y=5 
B 点 的 坐标 为 [二 ,二 6 
图 6.12 


由 此 可 以 知 ,每 天 食用 食物 A 约 方 kg, 食 用 食物 B 
约 了 kg, 可 使 花费 最 少 为 16 元 . 


二 、 实 际 问题 数学 模型 的 多 维 构建 


有 些 问 题 ,依据 每 个 人 不 同 的 知识 储备 ,以 及 对 问题 情境 的 不 同 分 析 , 可 以 多 方位 ,多 层 
次 、 多 角度 地 抽象 .构造 多 种 数学 模型 ,得 到 不 同 的 解法 . 
例 6.17 ”一 条 笔直 的 大 河 ,河面 很 宽 , 岸 边 停放 着 一 只 小 船 , 因 风 起 刊 断 缆 绳 ,小船 被 风 


吹 


E, 船 速 为 41 三 my/min, 行 进 的 方向 与 河岸 成 15 的 角 . 船 主 发 现时 船 刚 离开 ,于 是 立即 追 


赶 .已 知 他 跑步 的 速度 为 66 地 m/min, 游 泳 的 速度 是 33 广 m/min. 问 船主 能 否 追 上 小 朋 ? 小 


船 能 被 船主 追 上 的 最 大 速度 是 多 少 ? 
分 析 ”由 于 人 在 水 中 游 的 速度 小 于 船 的 速度 ,因此 人 不 能 直接 下 水 追 船 ,而 应 该 利用 在 
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岸上 跑 的 速度 快 于 船 速 的 特点 , 先 在 岸上 跑 一 阵 , 再 下 水 去 追 .所 以 这 不 是 一 般 的 沿 直线 追 
及 的 问题 ,而 是 一 种 沿 折 线 追 及 的 问题 .只 有 当 以 小 船 运动 的 轨迹 为 一 边 , 以 人 在 岸上 跑 的 
轨迹 为 一 边 ,在 水 中 游 的 轨迹 为 另 一 边 可 以 构成 三 角形 时 ,人 才能 追 上 小 船 .为 解决 这 个 实 
际 问题 ,我们 可 以 构造 出 如 下 的 一 些 数学 模型 . 

模型 1: 解 三 角形 . 


设 小 船 的 速度 为 vm /min* 则 依 题 意 w > 66 二 时 ,人 是 追 不 上 小 船 的 ;而 当 0 二 4 之 


33 于 时 ,人 可 以 直接 下 水 去 追 .这 两 种 情况 都 不 符合 题 意 ,也 都 构 不 成 三 角形 .因此 ,我 们 只 


需要 考虑 构成 三 角形 时 小 船 所 能 达到 的 最 大 速度 , 即 知 能 否 人 妃 上 小 船 .为 此 ,我 们 所 要 构造 
的 第 一 个 数学 模型 就 是 三 角形 . 


设 人 追 上 小 船 的 时 间 为 上 分 钟 , 人 在 岸上 跑 的 时 间 为 kt 分 钟 
(0 二 二 少 , 则 人 在 水 中 游 的 时 间 为 (一 &)4 分 钟 . 当 人 追 上 小 般 a 
时 , 追 及 路 线 如 图 6.13 所 示 . 在 人 AOB 中 , 依 所 设 应 有 |O4|= 2 4 
66 St, |OB| vt, |AB|= 33 了 1 A)t, 从 而 由 余弦 定理 , 得 


0000 SOO Ve 200 
(1—k)?2? (Ea) H+ (vi)*—2. 3 kt* vtcosl5®. 


整理 成 关于 & 的 一 元 二 次 方程 ,得 
30000k? 十 100[200 一 3(V6 十 V2)vjk 十 9v? 一 10000= 二 0 


要 使 上 式 在 0 二 一 1 的 范围 内 有 实数 解 ,而 地 二 二 <, 则 有 


9v? 一 10000 
0 到 一 一 一 一 
二 30000 ~ 


A 一 [200 一 3CV6 十 V2 )o 一 12(9u: 一 10000) 0. 


解 此 不 等 式 组 ,得 2 二 过 SS .从 而 ， 当 航速 不 超过 J00v mymin 时 ,人 能 追 上 小 
证 人 
船 ,故此 题 答案 是 肯定 的 .小 船 能 被 人 追 上 的 最 大 速度 为 Lom /min. 
模型 2; 图 象 分 析 . 


下 面 再 借助 图 象 分 析 建 立 另 一 种 数学 模型 .为 此 , 作 图 标 出 在 追 上 小 船 的 时 间 上 分 钟 内 ， 
人 在 岸上 跑 和 在 水 里 游 所 能 达到 的 区 域 . 若 在 此 时 间 内 小 船 没 有 漂 出 该 区 域 , 则 表明 人 能 追 
上 小 船 .于 是 ,由 小 船 与 该 区 域 边界 的 交点 , 即 可 求 出 小 船 


> 能 被 扎 上 时 的 最 大 速度 .如 图 6.14 所 示 ,AB 表示 河岸 ,0 
/2 为 追赶 的 起 点 , 则 OA 或 OB 的 方向 就 是 人 在 岸上 跑 的 方 
4 0 Cs 向 设 人 在 岸上 跑 的 速度 为 w ,人 在 水 中 游 的 速度 为 va， 


图 6.14 若 人 在 岸上 跑 了 t 分 钟 后 到 达 B, 则 OB 二 vit; 车 人 在 水 中 


122 数学 解 题 研究 一 一 数学 方法 论 的 视角 


游 了 zt 分钟 , 则 其 到 达 的 区 域 是 以 O 为 圆心 ,vt 为 半径 的 圆 ; 若 人 在 岸上 跑 了 i 分 钟 , 则 在 
水 中 游 了 (一 与 ) 分 钟 . 设 人 在 岸上 跑 到 C 点 , 则 |OC|=vwiti ;在 水 中 游 , 则 到 达 以 C 为 圆心 ， 
以 vs(t 一) 为 半径 的 圆 . 

同 理 , 选 取 不 同 的 (0 二 ti 二 +t), 可 以 得 到 不 同 的 入 水 点 C ,以 点 C 为 圆心 ,以 ws(t 一 
t1) 为 半径 可 作 无 数 多 个 半圆 .这 些 半圆 的 公 切 线 为 AD 、BE ,因此 在 追赶 时 间 + 分钟 内 ,人 能 
够 到 达 的 区 域 的 边界 为 河岸 AB 、 公 切线 AD 、BE 及 以 O 为 圆心 ,以 vzt 为 半径 的 圆 弧 DE. 如 
图 6.14 所 示 , 作 BOM 二 15”, 则 当 wt 达 OM 时 ,人 就 可 追 上 小 船 .可 见 要 在 M 点 追 上 小 船 ， 
必须 在 岸 边 选择 合适 的 入 水 点 C'. 


因为 CG 癌 一 2 一人 一 开 一 上 ,人 BMC' 为 直角 三 角形 ,所 以 人 B==30". 央 为 ZBOM = 
15”, 了 OEM ==90", 所 以 LEOM==45". 所 以 ,人 入 EOM 为 等 腰 直 角 三 角形 .于 是 由 OE ==vzt ,得 
100V2 


VE—i) wh 


OM = vxt =V2 v2t ,所 以 ww 一 V2u; = 


模型 3: 矢量 分 析 . 
由 于 人 与 船 的 位 移 是 矢量 , 故 又 可 采用 矢量 分 析 的 数学 模型 . 设 人 在 岸上 跑 的 速度 为 
动 ,在 水 中 游 的 速度 为 六 ,小船 的 速度 为 元. 

如 图 6.15 所 示 ,O 为 追赶 的 起 点 ,A 为 下 水 点 ,AE 为 人 在 水 中 追赶 的 路 线 , 作 人 AOB = 
15°, 过 巨 点 作 ED/OB,ED = 一 5. 


(m/min). 


图 6.15 


结 AD , 则 要 | 艺 | 取 最 大 值 ,只 需 让 人 AAED 中 ED 最 长 .为 此 ,又 只 需 EA | AD 即 可 . 
二 点 作 ED 的 平行 线 ,过 EE 点 作 EF//AD 交 OA 于 C, 设 AD 交 OB 于 B, 则 人 AFC co 


OB ea i 
A 人 OBA,， ,所 以 4 OA EE A 可 ,所 以 AC = 去 |. 
在 RtAAEC 中 ,sin 人 ACE = |v | :所 以 ACE =30". 


EM 
所 以 ,人 EAC ==60". 从 而 ZAED =45", 故 人 AAED 为 等 腰 直 角 三 角形 ,因此 得 wa 一 
= 


(m/min). 于 是 问题 得 解 . 


习 题 六 


1. 在 平面 直角 坐标 系 中 ,A(2,3),B(5, 一 2),M.N 在 + 轴 上 .P,Q 在 回 绷 
y 轴 上 ,MN 二 PQ 二 1(M 在 NN 的 左 侧 ,P 在 Q@ 的 上 方 ). 求 下 列 路 径 的 最 小 值 : 人 Sp ps 
@A~P~M—>N—>B;@A>~P—>Q—B. 
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2. 请 问 图 6.16 中 共有 多 少 个 三 角形 ? 

3. 某 中 学 的 研究 性 学 习 小 组 为 考察 一 个 小 岛 的 湿地 开发 情况 ,从 某 \ 
码头 乘 汽 艇 出 发 , 沿 直线 方向 匀速 开 往 该 岛 ,靠近 岛 时 , 绕 小 岛 环行 两 周 Sg 
后 ,把 汽艇 停靠 在 岸 边 后 上 岸 考察 ,然后 又 乘 汽艇 沿 原 航线 匀速 返回 . 设 : | \ 
为 出 发 后 的 某 一 时 刻 ,S 为 汽艇 与 码头 在 + 时 刻 的 距离 ,以 下 能 大 致 表示 7 WW 


S 二 f(zr) 函数 关系 的 为 ( 六 BB & Db 
图 6.16 
Bf 区 
A 入 Ba 区 所 卫 . 司 到 


4. 对 于 各 数 互 不 相等 的 正 数 数组 (ii ,is,… ,i,)(n 是 不 小 于 2 的 正 整数 ) ,如果 在 p 二 gq 
时 有 i 之 加, 则 称 交 与 i 是 该 数组 的 一 个 “逆序 ”, 一 个 数组 中 所 有 “* 道 序 ”的 个 数 称 为 此 数 
组 的 “逆序 数 ” 例 如 ,数组 (2,4,3,1) 中 有 逆序 “2,1”“4,3”4,12“3,2”, 其 “逆序 数 ” 等 于 4. 若 
各 数 互 不 相等 的 正 数 数组 (ai ,as,as,a4sas ,as) 的 “逆序 数 ” 是 2, 则 (as,aiyatyasyaz ai) 
的 “逆序 数 ” 是 多 少 ? 

5. 某 大 学 的 信息 中 心 A 与 大 学 各 部 门 . 各 院 系 B.C、D、E、F、G、H、I 之 间 拟 建立 信息 
联网 工程 ,实际 测算 的 费用 如 图 6.17 所 示 ( 单 位 :万 元 ). 请 观察 图 形 , 可 以 不 建部 分 网 线 , 而 
使 得 中 心 与 各 部 门 、 院 系 彼此 都 能 连通 (直接 或 中 转 ) , 则 最 少 的 建 网 费用 是 多 少 万 元 ? 

6. 一 张 报纸 的 厚度 为 a ,面积 为 5, 现 将 报纸 对 折 ( 即 沿 对 边 中 点 连 线 折 释 )7 次 ,这 时 报 
纸 的 厚度 和 面积 分 别 是 多 少 ? 

7. 某 家 用 电器 厂 根据 其 产品 在 市 场 上 的 销售 情况 ,决定 对 原来 以 每 件 2000 元 出 售 的 一 
种 产品 进行 调价 ,并 按 新 单价 的 八 折 优 惠 销售 .结果 每 件 产品 仍 可 获得 实际 销售 价 20% 的 利 
润 .已 知 该 产品 每 件 的 成 本 是 原 销售 价 的 60%. 

(1) 求 调价 后 这 种 产品 的 新 单价 是 每 件 多 少 元 ”让 利 后 的 实际 销售 价 是 每 件 多 少 元 ? 

(2) 为 使 今年 按 新 单价 让 利 销售 后 的 利润 总 额 不 低 于 20 万 元 ,今年 至 少 应 销售 这 种 产 
品 多 少 件 ( 每 件 产品 利润 = 每 件 产品 的 实际 销售 价 一 每 件 产品 的 成 本 价 )? 

8. 如 图 6.18 所 示 ,a 是 海面 上 一 条 南北 方向 的 海防 警戒 线 , 在 a 上 一 点 A 处 有 一 个 水 声 
监测 点 , 另 两 个 监测 点 B、C 分别 在 A 的 正 东方 20km 和 54km 处 . 某 时 刻 , 监 测 点 B 收 到 发 静 


止 目标 P 的 一 个 声波 ,8s 后 监测 点 A 、20s 后 监测 点 C 相继 收 到 这 一 信号 .在 当时 的 气象 条 件 
Ds 
& | , 
HI 
6 0; 
MAW 
1 人 1 @) 加 
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下 ,声波 在 水 中 的 传播 速度 是 1.5km/s. 

(1) 设 A 到 P 的 距离 为 zrkm, 用 xz 表示 B.C 到 PP 的 距离 ,并 求 x 的 值 ; 

(2) 求 静止 目标 P 到 海防 警戒 线 a 的 距离 (结果 精确 到 0.01km). 

9. 某 地 区 的 一 种 特色 水 果 上 市 时 间 仅 能 持续 5 个 月 ,预测 上 市 初期 和 后 期 会 因 供 不 应 
求 使 价格 呈 连 续 上 涨 态势 ,而 中 期 又 将 出 现 供 大 于 求 使 价格 连续 下 跌 , 现 有 三 种 价格 模拟 函 
数 ; Of (xz)=p gq; @f (zr)=pr’+grt+l; Of (zr)=zr(r—g)’+p. 以 上 三 式 中 p.g 均 
为 常数 , 且 g 二 1. 

(1) 为 准确 研究 其 价格 走势 ,应 选 哪 种 价格 模拟 函数 ”为 什么 ? 

(2) 若 F0) = 二 4,f(2) 二 6, 求 出 所 选 函 数 f(x) 的 解析 式 ( 注 :函数 的 定义 域 是 [0,5], 其 
中 z=0 表 示 4 月 1 日 ,x =1 表示 5 月 1 日 ,以 此 类 推 ). 

(3) 为 保证 果农 的 收益 ,打算 在 价格 下 跌 期 间 积极 拓宽 外 销 , 请 你 预测 (2) 中 函数 解析 
式 表 示 的 该 果品 在 哪 几 个 月 份 内 价格 下 跌 ? 

10. 已 知 有 三 个 居民 小 区 A .B.C 构成 人 ABC,AB==700m,BC 二 800m,AC 二 300m. 现 
计划 在 与 A、B.、C 三 个 小 区 距离 相等 处 建造 一 个 工厂 ,为 不 影响 小 区 居民 的 正常 生活 和 休 
息 , 需 在 厂房 的 四 周 安 装 隔音 窗 或 建造 隔音 墙 . 

据 测算 ,从 厂房 发 出 的 噪音 是 85 分 贝 ,而 维持 居民 正常 生活 和 休息 时 的 噪音 不 得 超过 
到 分 .每 安装 一 道 隔 音 窗 噪音 降低 3 分 贝 ,成 本 3 万 元 ,隔音 窗 不 能 超过 3 道 ; 每 建造 一 堵 隔 

墙 噪音 降低 15 分 贝 ,成 本 10 万 元 ;距离 厂房 平均 每 25m 噪音 均匀 降低 1 分 贝 . 

(1) 求 ZC 的 大 小 ; 

(2) 求 加 工厂 与 小 区 A 的 距离 (精确 到 1m); 

(3) 为 不 影响 小 区 居民 的 正常 生活 和 休息 且 花 费 成 本 最 低 ,需要 安装 几 道 隔音 窗 、 建 造 
几 堵 隔音 墙 ( 计 算 时 厂房 和 小 区 的 大 小 忽略 不 计 )? 

11. 飞船 返回 舱 顺 利 到 达 地 球 后 ,为 及 时 将 航天 员 救 出 ,地 面 指挥 中 心 在 返回 舱 预 计 到 
达 区 域 安排 三 个 救援 中 心 ( 记 为 A、B、C).,B 在 A 的 正 东方 向 ,相距 6km;C 在 B 的 北 偏 东 
30°, 相 距 4km;P 为 航天 员 着 陆 点 . 某 一 时 刻 A 接 到 PP 的 求救 信号 ,由 于 BC 两 地 比 A 距 P 
远 ,因此 4s 后 ,B、C 两 个 救援 中 心 才 同 时 接收 到 这 一 信号 ,已 知 该 信号 的 传播 速度 为 1km/s. 

(1) 求 A、C 两 个 救援 中 心 的 距离 ; 

(2) 求 在 A 处 发 现 P 的 方向 角 ; 

(3) 若 信 号 从 已 点 的 正 上 方 Q 点 处 发 出 , 则 A 、B 收 到 信和 号 的 时 间 差 变 大 还 是 变 小 ? 说 
明理 由 . 

12. 有 一 支队 伍 长 Lm, 以 速度 vum/s 色 速 前 进 . 排 尾 的 传令 兵 因 传达 命令 赶赴 排头 ,到达 
排头 后 立即 返回 ,往返 速度 不 变 .如 果 传 令 兵 回 到 排 尾 时 ,全 队 正 好 前 进 了 Lm, 求 传令 兵 所 
行走 的 路 程 . 

13. 如 图 6.19 所 示 的 一 组 图 形 为 某 一 四 棱锥 S 一 ABCD 的 底面 与 侧面 . 

(1) 请 画 出 四 棱锥 S 一 ABCD 的 示意 图 ,是 否 存在 一 条 侧 棱 SA 垂直 于 底面 ABCD? 如 
果 存 在 ,请 给 出 证 明 ; 

(2) 若 瑟 为 AB 中 点 .求证 :平面 SEC | 平面 SCD; 

(3) 求 二 面 角 B 一 SC 一 D 的 大 小 . 
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A a D 

Vaa 
a a | | a Vaa 
B a 2 a a a a 


图 6.19 

14. 甲乙 两 队 各 7 名 队员 , 按 事 先 安排 好 的 顺序 出 场 参加 围棋 擂台 赛 .双方 先 由 1 号 队 
员 比 赛 , 负 者 被 淘汰 , 胜 者 再 与 负 者 2 号 队员 比赛 ,直到 一 方 队员 全 部 被 淘汰 为 止 , 另 一 方 获 
得 胜利 ,形成 一 种 比赛 过 程 .那么 所 有 可 能 出 现 的 比赛 过 程 的 种 数 是 多 少 ? 

15. 制作 一 个 底面 直径 为 4cm 的 圆柱 形容 器 ,要 内 装 直径 为 2cm 的 钢珠 26 只 , 问 这 个 容 
器 至 少 要 多 高 ? 

16. 由 于 过 度 采伐 森林 破坏 了 生态 平衡 ,使 地 球 上 许多 地 区 遭受 沙尘暴 的 侵袭 ,近日 A 
市 气象 局 测 得 沙尘暴 中 心 在 A 市 正 西 300km 的 B 处 ,以 107km/h 的 速度 向 南 偏 东 60" 的 方 
向 移动 , 且 距 沙尘暴 中 心 200km 的 范围 为 受 沙尘暴 严重 影响 的 区 域 . 问 A 市 是 否 会 受到 沙 尘 
暴 影 响 ? 若 受到 影响 ,影响 时 间 有 多 长 ? 

17. 图 画 挂 在 墙 上 , 它 的 下 边缘 在 观察 者 的 眼睛 上 方 < 处 ,而 上 边缘 在 5 处 , 问 观 察 者 在 
离 墙 多 远 的 地 方 , 才 能 使 视角 最 大 (从 而 看 得 最 清楚 )? 


网 
19. 如 图 6.20 和 图 6.21 所 示 是 一 款 家 用 的 垃圾 桶 ,踏板 AB( 与 地 面 平 行 ) 可 绕 定 点 已 (固定 
在 垃圾 桶 底部 的 某 一 位 置 ) 上 下 转动 (转动 过 程 中 始终 保持 AP= AP,BP = B'P). 通 过 向 下 
踩踏 点 A 到 A“( 与 地 面 接触 点 ) ,使 点 B 上 升 到 点 B“ ,与 此 同时 传动 杆 BH 运动 到 B'H' 的 位 
置 ,点 互 绕 固定 点 D 旋转 (DH 为 旋转 半径 ) 至 点 了 H', 从 而 使 桶 盖 打 开 一 个 角 人 HDH'. 


B' 


A— iB 
4? M 


图 6.20 图 6.21 图 6.22 
如 图 6.22 所 示 , 桶 盖 打开 后 ,传动 杆 右 'B“ 所 在 的 直线 分 别 与 水 平 直线 AB 、DH 垂直 , 垂 
中 为 点 M、C, 设 电 C==B'M. 测 得 AP==6cm,PB = 二 12cem,DH'= 二 8cm. 要 使 桶 盖 张 开 的 角度 
人 HDH' 不 小 于 60", 那么 踏板 AB 离 地 面 的 高 度 至 少 是 多 少 ? (结果 保留 两 位 有 效 数 
字 .) (参考 数据 :V2 ~ 1.41,V3 ~ 1.73.) 


哪里 有 数学 ,哪里 就 有 美 . 
一 一 [ 希 ] 普 洛克 拉 斯 (公元 前 428 一 前 347) 


美 , 本 质 上 终究 是 简洁 性 . 
一 一 [ 美 ] 爱 因 斯 坦 (1879 一 1955) 
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数学 美 不 但 给 人 以 赏心悦目 的 享受 ,更 重要 的 是 数学 美的 思想 启迪 人 们 去 探索 、 去 追 
求 . 去 解决 更 多 的 数学 问题 ,从 而 给 和 以 智慧 ,给 人 以 力量 、 给 人 以 成 功 .因此 ,我 们 研究 数学 
美 , 绝 不 是 简单 地 欣赏 它 表面 的 美好 形象 , 而 是 深层 次 地 去 挖掘 数学 美 思想 的 潜在 功能 ,发 
挥 数 学 美 思想 在 解决 数学 问题 及 实际 问题 中 的 独特 作用 . 
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审美 观念 ,每 个 人 都 不 缺乏 .一 般 来 说 ,审美 观念 指 的 是 人 们 对 客观 事务 的 心理 感触 , 主 
要 包括 对 个 体内 外 部 的 一 系列 刺激 而 激发 的 感触 .思维 、 想 象 .动机 和 情感 等 各 种 心理 反应 ， 
是 一 种 综合 性 、 多 方面 的 心理 反应 . 

旅 美 数 学 家 、 菲 尔 兹 奖 获 得 者 丘成桐 说 :“ 数 学 家 找寻 美的 境界 ,讲求 简单 的 定律 ,解决 
实际 问题 ,而 这 些 因素 都 永远 不 会 远离 世界 .” 数 学 美 是 数学 科学 本 质 力量 的 感性 与 理性 的 
显现 ,是 人 的 一 种 本 质 力 量 通过 数学 思维 结构 的 呈现 . 它 是 一 种 真实 的 美 , 是 反映 客观 世界 
并 能 动 地 改造 客观 世界 的 科学 美 .数学 美 不 仅 有 表现 的 形式 美 ,而 且 有 内 容 美 与 严谨 美 ; 不 
仅 有 有 具体 的 公式 美 . 定 理 美 ,而 且 有 结构 美 与 整体 美 ;不 仅 有 语言 精巧 美 ,而 且 有 方法 美 与 思 
路 美 ; 不 仅 有 逻辑 抽象 美 , 而 且 有 创造 美 与 应 用 美 . 

例 7.1 @O 的 弦 PP, .QQ 、.RR; 两 两 相交 于 A、B.C 点 , 且 AP== BQ= CR,AR1= BP， 
CQ1. 求 证 AABC 为 正三 角形 . RI 


分 析 ”如 图 7.1 所 示 , 设 AABC 三 边 的 长 分 别 为 x.y、z,AP 二 a， 7 
AR, 一 5. 由 相交 弦 定 理 ,得 。 
a(zr +b) =b(z+a), oO 全 
az 十 0) 一 DC 十 a)， ”XX 


ay 十 0) 一 DC 十 a)， 
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解 得 x 二 y= 二 x( 仅 在 a = 二 5 时 有 解 ), 所 以 AABC 是 正三 角形 . 

此 题 的 对 称 图 形 给 我 们 以 观赏 美 ,而 用 对 称 性 解 题 ,可 使 我 们 在 困惑 中 获得 解 题 思路 ， 
真是 一 种 美的 享受 ! 

例 7.2 一 个 圆柱 被 一 个 平面 所 截 , 截 口 的 椭圆 方程 为 25x? 十 16y? 二 100, 被 截 后 的 几 
何 体 的 最 短 母 线 长 为 2, 求 这 个 几何 体 的 体积 . 

分 析 ”出 于 对 称 性 与 和 谐 性 的 考虑 ,给 已 知 不 规则 几何 体 补 上 一 个 相等 的 几何 体 , 使 之 
成 为 一 个 圆柱 . 


因 杭 圆 方程 可 化 为 - 宇 -十 达 一 1， 


GB) 


如 图 7.2 所 示 , 易 得 AB= 5,AG= CD= EF= 4, 所 以 BG= 3,BC= 5, 则 V VV 四 柱 


FrX 22(2 十 5) 一 14x. 


这 是 利用 对 称 美 及 和 谐 美 的 启示 解 题 的 成 功 一 例 . 
数学 解 题 的 本 质 , 就 是 根据 问题 中 所 给 的 信息 (包括 文字 信息 、 图 形 信 A 


息 、 数 字 信息 、 符 号 信息 及 其 隐藏 信息 ) ,进行 分 解 .组 合 、 变 换 、 编 码 和 加 工 4 
处 理 , 最 终 发 现 “ 条 件 ” 与 “结论 "之 间 必 然 联 系 的 过 程 .在 问题 解决 过 程 中 ， 
若 能 从 应 用 数学 美的 角度 出 发 ,审视 问题 结构 的 和 谐 性 ,追求 问题 解决 方 

案 的 简单 性 .奇异 性 、 新 颖 性 ,挖掘 命题 结论 的 统一 性 ,学 习 数学 就 会 增添 

无 穷 的 乐趣 . 

Dp 例 7.3 求 tan20" 十 4sin20" 的 值 . 

分 析 本题 可 以 从 纯粹 的 三 角 知识 领域 进行 化 简 . 这 里 从 审美 的 视角 寻求 男 

少 一 种 解法 .考虑 题 中 的 角度 为 锐角 ,不 妨 构造 直角 三 角形 解 题 . 如 图 7.3 所 示 , 作 

Cc RtAABC,AC= 90", 了 LBAC= 20", 设 AC= 1, 则 tan20"= BC. 设 BC = z, 则 


2 1 
图 7.3 sin20° ,cos20° 
Wed wl 


容易 发 现 所 得 到 的 结论 对 解 题 无 甚 帮助 ,必须 寻找 其 他 关系 . 
因为 20 的 3 倍 是 个 特殊 角 , 故 在 人 ABC 的 基础 上 作 含 60" 的 三 角形 人 AACD ,使 人 DAC= 
60", 则 DAB = 40", 人 BDA = 30" 设 AC= 1, 则 CD= V3. 
BD AB 


在 人 AADB 中 ,运用 正弦 定理 得 -一 一 一 一 BD 一 2AB 。sin40" 一 4sin20". 
sin40 sin30 


因为 ,BD 十 BC = 二 CD =V3 ,所 以 ,tan20° 十 4sin20" 二 V3. 
例 7.4 人 AABC 中 ,求证 :cosA ， cosB . cosC 所 于 


分 析 考虑 首先 使 用 三 角 公式 进行 变形 ,结合 三 角形 中 有 关 的 性 质 和 定理 ,主要 运用 
“三 角形 的 内 角 和 为 180”” 这 一 结论 .变形 后 再 通过 观察 式 子 的 特点 ,发现 和 选择 最 合适 的 方 
法 解决 .整个 解 题 过 程 思维 流畅 ,一气呵成 ,这 其 中 隐 含 着 基本 的 数学 美感 的 引领 . 
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设 k= cosA。cosB。cosC= [eos(A 十 B) 二 cos(A 一 B)].cosC= 二 cosC 十 cos(A 一 
B)]cosC ,整理 得 cos:C 一 cos(A 一 B)。cosC 十 2 一 0, 即 看 作 关 于 cosC 的 一 元 二 次 方程 . 


A=cos:(A 一 B) 一 8k 宇 0, 即 8k 声 cos:(A 一 B) 牵 1, 所 以 ,k 达 言 ' 即 cosA .cosB. 


1 
cosC 近 可 
本 题 原本 是 三 角 问 题 ,引入 参数 后 ,通过 三 角 变形 ,发 现 了 其 等 式 具 有 “二 次 ”特点 ,于 是 
联想 到 一 元 二 次 方程 ,将 问题 变 成 代数 中 的 方程 有 实 解 的 问题 ,这 既是 “方程 思想 ”, 也 体现 
了 “判别 式 法 “参数 法 ”等 解 题 方法 . 
此 题 的 另外 一 种 思路 是 使 用 * 放 缩 法 ”, 在 放 缩 过 程 中 也 体现 了 数学 思维 自然 延伸 的 一 
种 美感 ,具体 解答 过 程 是 : 
cosA » cosB 。cosC 一 于 [cos(4 十 B) 十 cos(A 一 B)]。cosC 


1 
2 ESG 十 Dcos(A B). cosC 


1 tos(A— BYl*, 1 5 
一 一 号 [exc 2 | 二 《太一 如 


1 1 
os (A -By 让 


一 般 数 学 问题 的 求解 ,审美 往往 会 隐 含 其 中 .人 们 通过 美的 视角 分 析 数 学 问题 的 条 件 与 
答案 ,从 中 体会 其 中 的 内 在 美 , 并 由 此 引发 对 问题 实质 的 探究 ,从 而 能 够 更 加 充分 地 理解 题 
意 ,掌握 解 题 的 关键 ,更 得 更 加 有 效 的 解 题 方 法 . 


第 二 节 ”基于 对 称 美 启迪 解 题 思 


对 称 是 能 带 给 人 以 美感 的 形式 之 一 , 它 是 整体 中 各 个 部 分 之 间 的 对 等 和 匀称 .数学 形式 
和 结构 的 对 称 性 ,数学 命题 关系 中 的 对 偶 性 都 是 对 称 美 在 数学 中 的 反映 .如 圆 形 、 球 体 、 正 多 
边 形 .旋转 体 和 圆锥 曲线 等 都 给 人 以 完美 .对 称 的 美感 .数学 解 题 可 以 从 对 称 美的 角度 出 发 ， 
或 分 析 式 子 的 对 称 ,或 变换 调整 对 称 元 素 关系 ,或 补 形 构造 对 称 等 ,这 常 能 打开 我 们 的 解 题 
思路 ,优化 解 题 过 程 . 
一 、 善 于 发 现 和 利用 问题 中 的 对 称 元 素 

有 些 数 学 问题 的 对 称 性 是 问题 中 明确 的 .基于 对 称 美的 视角 ,在 解 题 过 程 中 ,我 们 就 是 
要 充分 利用 这 种 对 称 性 进行 解 题 . 

例 7.5 已 知 三 个 正 数 z、y、z, 满 足 z 十 y 十 z 二 1. 试 求 函 数 FCz yz) 一 (+ Ge 


人 二 二 ] 的 最 小 人 
分 析 看 到 函数 最 值 的 问题 ,第 一 反应 想到 利用 导数 解决 ,可 是 这 道 问 题 却 无 从 下 手 . 
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通过 观察 题目 , 凭 审美 的 意识 ,根据 z+、y、z 的 地 位 是 平等 的 及 函数 f(x ,y ,zx) 中 各 变量 的 轮 
换 对 称 性 ,我 们 大 胆 进 行 猜想 , 当 z 一 y 一 > 时 ,函数 f(z ,y ,zx) 取得 最 小 值 64. 有 了 这 个 猜 


想 ,再 进一步 验证 , 即 证 明 不 等 式 (1 十 士 ] (1 十 十] (1 十 过] > 64 即 可 .如 此 一 来 ,就 把 这 省 
本 来 是 计算 最 值 的 问题 转化 成 一 道 证 明 题 ,大 大 降低 了 原 问题 的 难度 . 


事实 上 ,1 十 一 2+ >3+2 >4 EE, 
同 理 ,1 十 一 Lh 冲 非 党 ->4 es 
将 上 述 I A 
例 7.6 求 方程 组 的 实数 解 
4x’ 
1 二 4xz? 9 
dy _. 
IA4y: “~ 
4z? 
和 一 元 


分 析 “此 题解 法 可 以 列 出 多 种 ,其 中 基于 对 称 美的 视角 延伸 开 来 ,利用 顺序 关系 为 突破 
口 的 解 题 方法 ,显得 格外 巧妙 新 颖 .事实 上 , 通过 观察 可 以 发 现 zy \ 只 能 取 非 负 值 , 而 
xz 二 y 二 < 二 0 是 一 解 . 接 下 来 考虑 非 零 解 的 情形 . 

当 z 关 0 时 (车 z==0, 则 解 得 zx ==y ==z ==0), 由 于 x 、y、z 为 实数 ,不 妨 设 z 三 y 三 z, 则 
由 第 三 式 得 一 和 二 之 < ,整理 得 4 之 1 十 4<7, 即 (1 一 22)*0. 玫 < 一 记 ,进而 求 出 非 零 解 为 


1 
元 

上 述 解 法 中 ,“ 不 妨 设 z 三 y 三 z” 是 关键 性 的 一 步 ,其 根据 源 于 条 件 中 xz、y 、x 的 地 位 是 
平等 的 .用 美学 眼光 来 看 ,题目 本 身 所 蕴含 的 对 称 美 启发 了 解 题 者 的 审美 意识 ,使 其 能 在 解 
题 过 程 中 ,能 动 地 从 顺序 出 发 ,巧妙 地 求解 工 .y 、<. 

例 7.7 已 知 正 实数 a1,as,…,a。 满足 条 件 ai 十 as 十 … 十 a, 二 1, 求 证 恒 有 不 等 式 


xz=y=z= 


af CQ 二 人 2 ，。 说 让 
ai 十 az az 十 as i aa 十 ai 二 2 
分 析 不 等 式 左 边 是 一 个 轮换 对 称 式 . 
af as a 大 2 
二 i 到 一 
如 果 记 A al 十 az az ek i +ai 构造 A 的 对 称 式 B ek 
0 2 wit 
ee | 
azs 十 as A 十 人 二 
pe na 0 


Wris ‘ata ey Tas ”Ua 
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(las — de) TT (as C— Us) 二 F(a —&) (as — 1). 
故 A=B, 于 是 A 可 以 表示 成 每 一 项 关于 a;、a; 对 称 的 代数 式 


2 2 Pe 2 2 让 
疯 La+B) | | las an 和 |. 
ai 十 az az 十 as om ns mt 
2 
因 洱 二 a 光 > 于 (， 十 oj ) ,所 以 ,A 六 (A+B) 之 闻 了 [Ca 十 as) 十 (as 十 aa) 十 … 十 


| + 一 也 


例 7.8 函数 f(z) 对 一 切实 数 z 满 足 f(2 十 x) 二 (2 一 xz), 若 方 程 f(x)==0 恰 好 有 四 
个 不 同 的 实 根 , 则 这 些 实 根 之 和 是 多 少 ? 

分 析 由 于 函数 f(x) 的 表达 式 未 给 出 ,所 以 方程 f(x) =0 的 四 个 根 无 法 求 出 ,但 由 
f(2 十 Zz) 二 f (2 一 x+) 知 ,f (zx) 的 图 象 关 于 直线 z=2 对 称 , 设 f(x) 的 四 个 根 分 别 为 zi、zs、 
zavziy 其 中 z 与 zyzs 与 z4 分别 关于 xz ==2 对 称 , 且 zx、zxs 与 zs、z4 分 别 位 于 z=2 的 两 
侧 , 则 


(zx1—2)+ (xs—2)=0,(xs3—2)+ (xz,—2)=0, 


从 而 zi 十 zs 十 二 十 zi 一 8. 

从 该 例 可 以 看 到 ,在 数学 解 题 过 程 中 ,巧妙 地 利用 对 称 性 ,能 使 复杂 的 问题 变 得 条 理 清 
楚 、 脉 络 分 明 ,起 到 化 难为 易 、 化 繁 为 简 、 事 半 功 倍 的 作用 . 

例 7.9 设 a bc 是 互 不 相等 且 大 于 0 的 整数 ,又 a be 成 等 比 数列 ,logsa logsc logab 
成 等 差 数 列 , 求 其 公差 d. 

分 析 ”该 题 就 是 在 条 件 5? = 二 ac ,2logsc 二 log.a 十 logsb 成 立 的 情况 下 , 求 d = logsc 一 loga 
的 值 .如 果 我 们 注意 到 问题 的 整体 性 对 称 ,就 会 考虑 用 轮换 对 称 的 思想 ,使 各 项 处 于 平等 地 位 . 


设 公 比 为 gq, 则 a bc 分别 为 avag vag’,; 则 c==bg ==ag’?,2logsbg a 十 logsag. 
这 样 我 们 就 可 以 整体 同步 协调 地 化 简 ,效果 相当 于 围棋 中 一 下 吃 去 敌 方 一 大 片 , 请 看 : 


2 十 2logsq = 二 1 一 2log.q 十 1 十 logsq 


2( 趟 1 】 忆 >logsa 十 logca 


lg lgc ga 2 
1 i 
又 由 d ==logsc 一 logca ,于 是 d 一 logs ac 2 logsb = 


如 此 简洁 地 得 出 结果 ,计算 中 各 部 分 配合 地 如 此 默契 .和 谐 ,其 原因 就 在 于 初始 布局 中 
蕴含 着 轮换 与 对 称 这 一 整体 思想 ,这 种 从 宏观 上 把 握 总 体 规划 的 运算 能 力 , 极 大 地 简化 和 优 
化 了 逻辑 思维 与 演绎 的 结构 ,使 解 题 过 程 及 其 结果 至 善 至 美 . 


二 、 学 会 挖掘 和 构造 问题 中 的 对 称 关 系 


对 于 对 称 条 件 不 明显 的 数学 问题 ,如 能 利用 共 印 .有 理化 因 式 等 方法 构造 完整 对 称 式 ， 
或 转换 观察 问题 的 角度 挖掘 隐 含 的 对 称 性 ,也 会 收 到 意 想不到 的 效果 . 
例 7.10 求 y=cosz(0 迄 工 迄 2r) 与 y 一 1 围 成 的 图 形 的 面积 . 
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分 析 乍 看 此 题 ,不 用 积分 知识 会 感到 无 从 下 手 ,但 如 果 探究 出 图 形 关于 x 一 + 对 称 , 且 
图 中 左 半 部 分 以 点 [于 0] 为 中 心 对 称 , 右 半 部 分 以 点 [各 ,0] 也 是 中 心 对 称 ,这 道 题解 决 起 


来 就 轻松 许多 , 即 转化 为 求 矩 形 面积 . 
有 时 题目 条 件 并 未 反映 出 对 称 性 ,我 们 可 以 依据 题 意 补 充 条 件 , 使 其 具有 对 称 性 ,从 而 
为 解 题 找 到 途径 ,对偶 法 (构造 对 称 式 ) 即 是 此 种 方法 之 一 . 


例 7.11 已 知 a.B 是 方程 ?一 3 一 9 二 0 的 两 个 根 ,不 解 方程 求 谱 十 48 的 值 

分 析 令 A 二 总 十 4 ,显然 A 是 非 对 称 式 ,不 易 直接 求 值 .根据 A 的 结 构 特 点 , 令 , 令 B 一 部 二 
4u3 ,这 样 一 来 A 十 B 和 A 一 B 就 成 为 对 称 式 了 . 

由 十 8=3,c .8 9 及 w 一 8= 土 3V5 易 求 得 A 十 B=433,A 一 B= ts. 


由 此 可 得 A 二 (3 ee 5]. 


从 例 7.11 可 以 看 出 ,有 些 问题 中 的 对 称 性 是 隐藏 着 的 ,需要 我 们 在 解 题 过 程 中 用 敏锐 的 
眼光 去 发 现 它 、 利 用 它 . 
例 7.12 ”对 于 大 于 1 的 自然 数 , 证 明 : 


( | 了 人 1 3 1 > 各 二 


分 析 ”本题 与 例 4.33 本 质 上 相同 ,常规 思路 是 数学 归纳 法 ,但 若 从 数学 审美 的 视角 考 
虑 ,可 以 利用 对 偶 法 . 
2 
4 6 8 2n 
Me 2n—1 
5 浊 9 | 
二 2 


则 A; > 再 ,> 二 0, 所 以 


2 十 1 ~ 经 十 1 


2 . ~ 
A > 3 4 


两 边 开 平方 即 推 得 结论 . 

例 7.13 在 球面 上 有 4 个 点 P.A、B.C, 如 果 PA 、PB、PC 两 两 互相 垂直 , 且 PA= PB= 
PC 二 a ,那么 这 个 球面 的 面积 是 

分 析 ”欲求 球面 的 面积 ， 就 要 知道 球 的 半径 或 直径. 怎样 将 已 知 条件 和 直径 联系 起 来 
呢 ? 观察 图 形 , 我 们 会 有 一 种 “零碎 “不 完整 ”的 感觉 ;另外 ,考虑 “PA 、PB 、PC 两 两 垂直 且 
相等 ", 已 能 察觉 到 * 作 辅助 线 , 将 四 面体 PABC 补 成 正方 体 ” 也 许 有 意义 ,如 图 7.4 所 示 . 事 实 


的 确 如 此 ,因为 外 接 球 的 直径 等 于 正方 体 的 对 角 线 , 则 有 2R 二 V3a ,从 而 Sx 二 4xR? 二 3xa?. 
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例 7.14 A、B.C.D\E 五 人 并 排 站 成 一 排 , 如 果 B 必须 站 在 A 的 右边 (A、B 可 以 不 相 
邻 ) ,那么 不 同 的 排 法 共有 多 少 种 ? 

分 析 分 类 讨论 较为 繁琐 , 换 一 个 角度 考虑 问题 ,注意 到 有 一 个 B 在 A 右边 的 排 法 , 交 
换 A、B 的 位 置 ,就 得 到 一 个 B 在 A 左边 的 排 法 .因此 ,在 五 人 的 全 排列 中 ,B 在 A 布 边 的 排 法 


数 与 B 在 A 左边 的 排 法 数 相等 , 依 对 称 性 原则 ,所 求 排列 数 为 二 己 一 60. 


例 7.15 求 (2 十 Vi)” 展开 式 中 xz 的 整数 次 宕 项 系数 之 和 . 

分 析 ”展开 计算 显然 不 是 最 理想 的 方式 ,依据 二 项 式 定理 的 系数 的 性 质 及 共 继 根 式 的 
对 称 性 ,增设 (2 一 Vz)” , 配 成 完整 式 f(z)==(2 十 VT )” 十 (2 一 VT)” , 易 见 f(x) 展 
开 式 中 z 的 非 整 数 次 短 项 系数 之 和 为 0.z 的 整数 次 震 项 系数 之 和 为 所 求 (2 十 Vi)” 展开 
式 中 z 的 整数 次 寡 项 系数 之 和 的 2 倍 . 


故 所 求 原 展开 式 中 指定 项 的 系数 之 和 为 广 / (1) 一 到 Ge + 
例 7.16 ”椭圆 中 心 在 坐标 原点 O, 焦 点 在 z+ 轴 上 ,直线 y 二 zx 十 1 与 该 椭圆 相交 于 P、Q， 


且 PO | OQ,| PQ| 一 多 人 , 求 档 邮 的 方程. 


分 析 ” 依 题 意 ,存在 着 焦点 在 x 轴 和 y 轴 上 两 种 椭圆 ,而 椭圆 标准 方程 中 a 之 二 0,a 
与 在 大 小 关系 上 也 不 具有 对 称 性 ,因此 只 设 一 种 标准 方程 求解 则 不 全 面 ,分 两 种 标准 方程 
分 别 求解 又 过 于 繁琐 、 费 时 .我 们 可 采用 对 称 形式 , 设 椭圆 方程 为 pr? 十 gqy? 二 1(p 、 dg 二 0) 求 
解 ,这 里 的 p .gq 之 间 不 存在 大 小 上 的 “不 对 称 ” 问 题 . 

不 妨 设 椭圆 方程 为 px? 十 qy? = 1( .dg 二 0). 将 > 一 工 十 1 代入 椭圆 方程 ,消去 y, 得 (十 
9g)z2z 十 2qz 十 4 一 1 一 0, 设 PCzi,yi)QCr yz) ,由 OP | OQ 得 zizs 十 yiyz 一 0, 即 2zizs 十 


3 六 
| 0, 也 即 2 于 5 Pi 0, 化 简 得 p 十 g 二 2. 
yr ， 5 7 天 ， 5 
由 | PQ| 可 得 (zi 一 zz) (se) a 7 ' 也 即 g Zeg—I 
a 1 3 全 3 1 1 3 
解 之 得 g 二 亏 或 4 二 -从 而 得 p\q 的 两 组 解 为 p 3°9 2 和 p 和 一 了 


由 、3z2 yy? Ir? 3y? 
故 所 求 椭圆 方程 为 性 -十 二 一 1 和 二 十 -二 1. 
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第 三 节 ”基于 简洁 美 寻 求解 题 捷径 


德国 数学 家 希 尔 伯 特 也 曾 指 出 :“ 把 证 明 的 简单 性 和 严格 性 决然 对 立 起 来 是 错误 的 . 严 
格 的 方法 同时 也 是 比较 简单 、 比 较 容易 理解 的 方法 .” 简 洁 美 在 数学 解 题 中 的 作用 是 不 可 替 
代 的 ,是 一 种 能 够 直接 地 反映 客观 世界 并 能 改变 人 们 所 处 世界 的 科学 美 .正如 数学 家 解决 实 
际 问题 .探求 美的 境界 ,讲求 简易 的 定律 一 样 ,探索 数学 问题 的 求解 ,利用 简洁 美 可 以 启迪 我 
们 很 多 解 题 策略 与 路 径 . 


一 、 优 化 解法 求 简 
例 7.17 “ 解 不 等 式 V3log.z 一 2 一 2log.z 一 1(a 之 0,a 关 1). 


分 析 本题 用 代数 法 求解 有 一 定 的 难度 ,如 运用 图 象 , 则 使 问题 变 得 简洁 明了 ,具体 直 
观 , 避 免 了 代数 法 繁琐 的 计算 过 程 . 


不 妨 令 上 =logsz ,在 同一 坐标 系 中 作 函 数 y 二 V3t 一 2 及 y 二 2t 一 1 的 图 象 ( 草 图 即 可 ). 
解 方 程 V3t 一 2 ==2t 一 1, 得 i Dt 


由 方程 的 解 ,结合 图 象 ( 见 图 7.5) 可 知 ,V3t 一 2 二 2 1 的 解 为 3 3 或 上 之 1, 即 


二 <logsz = 全 或 logz 二 1. 


ox a lM ol 0 CoS Le a 

所 以 ,不 等 式 的 解 集 为 当 0 二 a 二 1 时 ,x € Gea Uian aS 1 [ai 
ai) U ka, 十 ee) 

例 7.18 ”是 否 存在 常数 .2、c ,使 得 等 式 


1X 2 2 an? + bn to) 
对 一 切 正 自然 数 ”都 成 立 ? 并 证 明 你 的 结论 . 
分 析 “本题 可 以 着 眼 于 通 项 ,将 通 项 拆 成 多 个 数列 的 通 项 和 ,利用 现成 的 求 和 公式 或 累 
加 方法 再 求 和 .事实 上 ,zz 十 1) 二 n(n 十 (xn 十 2) 一 n(n 十 1) ,联想 到 组 合 数 公式 n(n 十 
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1)(2z 十 2) 王 6C3 ,n(n 十 1) = 二 2C2n;, 则 
左边 =6(@ 十 Ct 二 G) 一 20G G+ FC) 
一 证 一 
be 6Cts 2Cis 


= 证 n 0 站 C3n2 十 11n 二 10); 


比较 系数 得 a = 二 3,6 二 11,c 二 10, 等 式 对 一 切 n € N; 成 立 .其 中 换 成 Ci ,Ci 换 成 C3 无 
不 渗透 着 美的 印记 . 


二 、 紧 抓 关键 求 简 


例 7.19 求 [= 十 二 十 y 十 十 ] 展开 式 中 xy 项 的 系数 
分 析 “因为 z 、y 次 数 均 为 1, 所 以 原 式 可 化 为 


1 1Y° 1 \1° ， 1)° 
有 二 二 (z+ 十 y)*|1 十 一 | ， 
z y zy Zy 
(zx 十 y)" 的 通 项 为 T,in = 二 Chr ny"， 


i FL Ne 1 
1 十 一 | 的 通 项 为 Tn = 二 Cs Ce 
Ty Ty 


， 
XIy" 


Tn T= oR yi 


令 6 一 1 一 rz 二 137i 一 rz 二 1, 解 得 ,ri 一 3,r: 一 2. 

将 mrs 代入 上 式 可 知 zy 项 的 系数 为 300. 

简洁 美 在 这 道 题目 中 的 应 用 很 巧妙 ,从 要 解决 的 问题 中 抓 住 关键 ,厘清 关系 ,使 问题 很 
快 获得 解决 . 

例 7.20 ”如 图 7.6 所 示 , 在 长 方形 ABCD 中 ,AB=2.BC=1,E 为 DC 边 的 中 点 ,下 为 线 
段 EC( 端 点 除外 ) 上 一 动 点 . 现 将 人 AFD 沿 AF 折 起 ,使 平面 ABD | 平面 ABC. 在 平面 
ABD 内 过 点 D 作 DK | AB,K 为 垂 足 . 设 AK =t., 求 1 的 取 值 范围 . 


D 及 到 4 


分 析 本题 是 立体 几何 中 的 一 道 翻 折 问题 ,由 于 下 点 在 线段 EC 上 运动 ,导致 K 点 在 线 
段 AB 上 运动 .此 题 线 面 位 置 关系 相对 复杂 ,解答 此 题 时 往往 感到 无 从 下 手 .一 旦 方法 不 当 ， 
计算 将 会 十 分 复杂 .但 本 题 若 能 从 数学 简洁 美的 特点 去 分 析 , 把 复杂 的 空间 图 形 复原 回 简单 
的 平面 图 形 ,就 不 难 发 现 此 题 的 简便 解法 . 

在 空间 立体 图 即 四 棱锥 D 一 ABCF 中 ,过 点 KK 作 KG | AF, 垂 足 为 G, 连 结 DG, 则 有 
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DG | AF. 若 再 将 此 立体 图 即 四 棱锥 D 一 ABCF 复原 为 矩形 ABCF, 则 有 三 点 DG、K 共 
线 , 从 而 在 矩形 ABCD 中 ,点 K 是 过 点 D 的 AF 的 垂 线 与 AB 的 交点 ,因此 ,由 点 下 的 变化 不 


难得 点 K 的 变化 范围 的 取信 范围 是 (二 ,1]. 
这 种 解法 抓 住 了 问题 的 本 质 , 解 题 过 程 简洁 、 透 彻 ,给 人 一 种 美的 享受 . 
三 、 立 足 整体 求 简 


例 7.21 已 知 边 长 为 a 的 正方 形 ABCD 内 接 于 ©@O ,分 别 以 正方 形 的 各 边 为 直径 向 正 
方形 外 作 半 圆 , 求 四 个 半圆 与 OO 的 四 条 弧 围 成 的 四 个 新 月 形 的 面积 . 

分 析 题 中 图 形 很 耀眼 ,视觉 的 “对 比 度 ” 强 烈 , 如 图 7.7 所 示 , 容 
易 把 学 生 的 思路 引 向 阴影 部 分 ”是 一 个 新 月 形 面 积 的 四 信 , 而 新 月 形 
面积 等 于 半圆 面积 减 去 弓形 面积 ,弓形 面积 等 于 扇形 面积 减 去 三 角形 
面积 ,计算 十 分 繁琐 . 若 把 阴影 部 分 视 为 一 个 整体 ,这 个 整体 是 四 个 半 
圆 面积 加 上 正方 形 面积 减 去 圆 形 的 面积 ,这 样 的 解法 充分 体现 了 整体 


思想 的 深刻 内 涵 . 
i Z3 十 2z 十 3 
例 7.22 解 不 等 式 卫 一 3275 二 二 二 1 
分 析 按 常 规 思路 应 将 连环 不 等 式 转化 为 不 等 式 组 求解 , 但 较 繁琐 . 而 若 把 

zs 十 2z 十 3 1 zs 十 2z 十 3 一 
瑟 二 2 作为 一 个 整体 ,把 却 、 天 江天 二 .3 看 作 数 轴 上 的 三 点 AP、B, 则 由 定 比分 点 
wy 于 
径直 和 0 化 简 得 3z 十 5)x > 0, 故 = 
2zs 十 z 十 1 


3 


公式 知 了 分 A 总 所 成 的 比 2 二 0, 即 一 


5 3 
i 


第 四 节 ”基于 和 谐 美 获取 解 题 灵感 


法 国 著 名 数学 家 享 利 . 庞 加 莱 指 出 :“ 在 解 题 中 ,在 证 明 中 ,给 我 们 以 美感 的 东西 是 什么 
呢 ? 是 各 部 分 的 和 谐 ,是 它们 的 对 称 ,是 它们 的 巧妙 ,平衡 .” 数 学 中 的 和 谐 美 又 称 统一 美 , 是 
指 部 分 与 部 分 .部 分 与 整体 之 间 的 统一 与 协调 .数学 推理 的 严谨 性 和 无 矛盾 性 也 是 和 谐 性 的 
一 种 体现 .任何 的 数学 知识 都 是 由 内 容 和 形式 有 机 构成 的 ,它们 是 一 个 相互 融合 的 统一 体 ， 
不 可 分 割 . 具 有 和 谐 美的 数学 命题 是 一 道 在 解 题 思路 上 具有 指导 意义 的 命题 , 它 展 现 着 数学 
美的 魅力 ,让 人 们 能 够 在 清晰 的 解 题 思路 和 灵巧 的 解 题 技巧 中 感受 与 领略 数学 美的 魅力 . 


一 、 等 价 变换 中 的 和 谐 


对 所 给 问题 做 必要 的 变换 ,努力 让 题 设 与 结论 靠 得 更 近 , 是 解 题 的 一 个 基本 主张 .等 价 
变换 无 疑 是 最 简单 .最 容易 操作 的 一 种 变换 方式 . 


136 ”数学 解 题 研究 一 一 数学 方法 论 的 视角 


例 7.23 试 证 下 列 各 式 : 
oat V5 =1; 
/人 


et WE 


(4) VBE 7 十 V5\ 太 一 7 =2; 


6 15V3 + 避 - 带 


分 析 i Po 种 内 在 的 规律 (这 从 式 子 的 左右 结构 和 根 
号 中 的 式 子 的 结构 可 以 看 出 ) ,这 促使 我 们 放弃 单个 求证 的 作法 ,从 寻求 它们 的 统一 规律 
未 委 : 

证 法 1 对 (1) 式 左 端 根 式 中 诸 数 设法 进行 配方 ， 


mW 人 位 类 
后 + 二 + 人 | 二 + 人 + 2 和 
这 正 是 命题 的 实质 所 在 ,其 余 诸 式 采用 此 法 也 可 证 . 


问题 到 这 里 还 未 完结 ,问题 所 显示 的 和 谐 美 促使 我 们 对 其 作 更 深入 的 探讨 : 抓 住 问题 的 
本 质 ,创造 性 地 拟 造 更 为 广泛 的 命题 . 


注意 到 若 (4 二 OAE] =4+BVC, 则 (< 一 5E) ==A 一 BVC ,这 里 a.b.c、A、B 为 有 理 


数 ,VC 为 无 理 数 , 便 有 VA BYC +VA 二 BE =2a. 
更 一 般 的 结论 是 : 若 {a 二 65) =A +BYC ,NW(a—6) =4 一 BVC. 


由 此 可 制造 如 下 命题 :YA 十 BVC 十 VA 一 BYC ==2a( 当 为 偶数 时 ,A 一 BVC > 0). 
尽管 我 们 通过 对 统一 美的 追求 ,超越 了 原来 的 题目 ,获得 新 的 结论 ,是 赏心悦目 的 ,但 对 
直接 采用 配方 法 解 题 的 繁琐 仍 不 令 人 满意 ,这 又 促使 我 们 去 寻求 解 题 方法 的 简洁 美 . 


证 法 2 对 (了 ) 式 , 令 z 二 V2 二 十 V2 一 语 , 则 之 3(V2 FYE +V2 V5)+4 
即 x? 十 3zx 一 4 一 0. 
而 xz 十 37 一 4 二 (zx 一 1)(x? 十 xz 十 4) ,注意 到 zz? 十 x 十 4 的 判别 式 人 二 0, 无 实 根 , 则 


zs 十 3z 一 4 一 0 仅 有 实 根 1. 又 V2 十 \ 十 V2 是 实数 , 故 它 只 能 是 1. 
其 余 各 式 采 用 这 种 方法 ,也 都 可 以 一 mn 
EE 1 和 1 1 . 
例 7.24 设 z 十 y 十 z= 二 0,zxyz 0, 求 z( 汪 + 二 ]+s (3 + 二 +=( 2 
分 析 为 追求 条 件 和 结论 的 和 谐 统 一 ,使 原来 轮换 对 称 的 结论 趋 于 完美 ,我 们 可 以 在 结 
论 中 构造 出 zx 十 y 十 x. 具 体 地 说 ,可 以 在 结论 的 三 项 中 分 别 加 上 1. 实现 整体 结构 的 高 度 统 
一 ,从 而 获得 解 题 思路 . 
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事实 上 ,因为 xz 十 y 十 z= 二 0,xyz 关 0, 所 以 ， 


DER le 


EE 元 
Uw y+z) (+ 十 + 十 | 一 3 3 
TT YY zz 


例 7.25 设 ce i 1 A 1 】 ze 人 (局 i 1 十 5) + L 下 L 


Pe wa da dia? ab ca we 


| da 十 十 】 0, 求 证 :ab 十 bc 十 cd 十 da 与 46 十 cd 一 bc 一 da 中 至 少 有 


bic? ab’ bic’ cd’ 
一 个 游 '0， 
分 析 ” 待 证 结论 的 实质 是 两 式 的 积 为 0, 已 知 条 件 是 一 个 复杂 的 分 式 , 而 这 个 复杂 分 式 
的 四 个 部 分 有 相似 之 处 , 若 能 将 这 个 相似 等 价 转化 为 相同 ,就 能 够 实现 解法 的 简洁 .事实 上 ， 
待 证 问题 可 转化 为 
(8 十 pc 十 cd 十 da)(abg 十 cz 一 碟 一 da) 王 0202 一 02c2 十 c2d2 — da’=0. 
到 | 


1 二 , 则 上 二 0. 根 据 已 知 条 件 化 简 得 


不 妨 设 


0 一 a202R 一 52c2R 十 cz 一 dz 一 (202 一 02c2 十 czd2 — da’)k. 

者 a 一 Be 十 cd? 一 d?a? 二 0, 所 以 ab 十 bc 十 cd 十 da 与 4b 十 cd 一 bc 一 da 中 至 少 有 
一 企 洲 4: 

例 7.26 已 知 :sin4A 十 sinB 十 sinC = 二 0,cosA 十 cosB 十 cosC 二 0, 求 证 :sin3A 十 sin3 了 十 
sin3C 二 3sin(A 十 B 十 C),cos3A 十 cos3B 十 cos3C 一 3cos(A 十 也 十 C). 

分 析 ”通过 观察 ,已 知 和 求证 四 个 等 式 排列 井然 有 序 ,显得 极为 和 谐 . 任 直觉, 如果 贸 然 
展开 求证 等 式 的 任 一 边 ,都 会 破坏 这 种 和 谐 的 形式 ,引起 极为 复杂 的 运算 .于 是 想到 应 另 辟 
蹊 径 ,通过 联想 ,不 难 发 现 可 构造 复数 . 

不 妨 令 = 二 cosA 十 isinA ,zs 一 cosB 十 isinB ,zs 一 cosC 十 isinC , 则 由 已 知 可 以 得 到 ， 

1 十 zz 十 zs 一 0， 
xj; 十 xi 十 zx; 一 (cos3A 十 cos3B 十 cos3C) 十 i(sin3A 十 sin3B 十 sin3C ) ， 
xz2z3 一 cos(A 十 已 十 C) 十 isin(A 十 已 十 C). 


故 只 需 证 明 :zi 十 z3 十 z3 一 3zizzxz3. 

事实 上 ,由 因 式 分 解 : 

zj 十 对 十 zi 一 3zlizzz3s 一 (zl 十 zz 十 zs)(zi 十 zx 十 zi 一 zizs 一 zx2z3 一 zx3zl) 一 0 
原 式 得 证 . 


二 、 数 形 结合 中 的 和 谐 
前 面 章节 已 多 次 提 及 数 形 结合 .可 以 看 出 , 数 形 结合 在 中 学 数学 解 题 中 常见 常用 , 它 使 
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得 一 些 抽象 的 题目 具体 化 一 些 复杂 的 问题 简单 化 ,能 够 帮助 我 们 较 好 地 把 握 题 目的 本 质 . 
例 7.27 ”方程 |z? 一 1|=k 十 1, 请 讨论 k 取 不 同 范围 的 值 时 其 不 同 解 的 个 数 . 
本 分 析 通过 观察 , 可 把 这 个 方程 的 根 转化 为 函数 v = 
[zz 一 1| 与 ys 一 4 十 1 两 个 图 象 交点 的 个 数 .由 于 函数 y 一 上 十 1 表 
示 平 行 于 x 轴 的 任意 直线 , 函数 y; = |z? 一 1| 可 以 先 化 成 
yi 二 xz? 一 1, 根 据 二 次 函数 画 出 w 二 zx? 一 1 的 图 象 ,进一步 作出 
一 ”yi 二 |z? 一 1| 的 图 象 ,如 图 7.8 所 示 . 
(1) 当 衣 二 一 1 时 ,yi 与 ys 没有 交点 , 则 原 方程 无 解 ; 
a (2) 当 = 二 一 1 时 ,yi 与 ys 有 两 个 交点 , 原 方程 有 两 个 不 同 的 
解 ,分 别 是 z= 一 1 与 x =1; 
(3) 当 一 1 二 上 二 0 时 ,yi 与 ys 有 四 个 交点 , 原 方程 不 同 解 的 个 数 有 四 个 ; 
(4) 当 上 二 0 时 ,yi 与 ys 有 三 个 交点 , 原 方程 不 同 解 的 个 数 有 三 个 ; 
(5) 当 率 这 0 时 ,yi 与 ys 有 两 个 交点 , 原 方程 不 同 解 的 个 数 有 两 个 . 
通过 作 图 象 ,我 们 很 容易 看 出 & 在 各 种 范围 内 取 值 时 两 个 函数 交点 的 个 数 , 使 解 题 的 难 
度 大 大 降低 ,提高 了 做 题 的 速度 .一 般 地 ,在 方程 当中 出 现 字母 ,题目 解决 起 来 十 分 麻烦 ,如 
果 尝 试 把 它 转化 成 二 次 函数 ,将 二 次 函数 和 一 次 函数 的 图 象 同时 在 一 个 坐标 系 中 画 出 ,再 通 
过 的 取 值 范围 很 快 即 可 得 出 交点 个 数 .所 以 在 解 类 似 题目 时 ,可 以 尝试 将 复杂 的 问题 转化 
成 函数 ,再 画 出 图 象 求解. 
TI 一 工 2 


例 7.28 。 解 不 等 式 2 一 工 二 工 一 1. 
5z 十 2 


得 29 一 一 x? 一 ZX 一 6z 十 27 (二 一 3)( 到 十 盆 
1 人 » 
分 析 移 项 得 二 Bp 一 2 一 1 二 0, 通 分 得 5 二 7 二 0 即 Br Ho 


0 全 (zx 十 9) (5z 十 2)(z 一 3) 记 0. 由 数 轴 标 根 法 可 知 ( 见 图 7.9):; 原 不 等 式 的 解 为 一 9 二 x 二 


一 全 或 >> 3， 
9 


例 7.29 解 关于 xz 的 不 等 式 |log.(z 十 1)|> |logs(z 一 1D)1(0<a 二 1). 


分 析 设 f(z)=|logs(z 十 1)| ,g(xz)==|log, (zx 一 1)|. 令 f(z)=g(z), 解 得 zx =V2. 
在 同一 坐标 系 中 分 别 作 出 f(z) 和 g(z) 在 0 二 a 二 1 时 的 函数 图 象 ,如 图 7.10 所 示 . 


了 


1 


图 7.9 图 7.10 


通过 观察 图 象 可知 : 当 z= 二 V2 时 ,f(zx) 和 g(z) 的 函数 值 相等 ; 当 z 之 V2 时 ,f (zx) 二 
PACDIE- ED 
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从 而 可 知 , 原 不 等 式 的 解 为 x 二 V2. 

例 7.30 ” 试 从 多 个 角度 ,用 多 种 方法 证 明 下 列 命题 :车 P、Q 分 别 是 正方 形 ABCD 的 边 
BC 及 CD 上 一 点 , 且 人 BAP =a, 人 PAQ=B, tana +tanp =1, 则 PA | PQ. 

分 析 ”由 数学 的 统一 美 出 发 ,不 妨 从 几何 、 解 析 几 何 、 三 角 等 不 同 角度 jp 


0 好 

加 以 考虑 . | SA 

BF 

几何 方法 ”如 图 7.11 所 示 ,tang 二 1 一 tana 一 1 2 这 加 Fs 

tan 人 PDC, 所 以 LPDC=B, 从 而 P.Q.D 、A 四 点 共 圆 ,又 人 ADQ 一 90" 知 4 ee 8 
AQ 为 直径 ,得 PA | PQ. 图 7.11 


解析 几何 方法 在 图 7.11 中 ,以 A 为 原点 ,以 AB、AD 所 在 直线 分 别 为 x 、y 轴 , 建 立 平 
面 直 角 坐 标 系 XAY. 不 妨 设 正方 形 ABCD 的 边 长 为 1, 根 据 已 知 条 件 , 结 合 两 角 和 正切 公式 ， 
可 以 求 得 点 P.Q 的 坐标 分 别 为 (1,tana), (1 一 tanatanB,1), 于 是 kapkp@ = tana 。 
1 一 tana Boga tanp 
(1— tanatanp)—1 tana tanp 
三 角 方 法 ”如 图 7.11 所 示 , 用 三 角 式 表示 AP*、AQ? 和 PQ? ,可 通过 勾 股 定理 的 逆 定 理 
证 明 . 仍 设 AB =1, 于 是 有 PB =tana ,AP: 王 1 十 tanza ,DQ 二 cot(a 十 B) = 二 1 一 tanatanp， 


1, 所 以 PA | PQ&. 


1= (tana + tang)’ =tan’a 十 tan28 十 2tanatanp8， 
AQ’ =AD’ + DQ’ =1++ tan’a 十 tan28 + tan’a tan’B, 
PQ: =CQ’+CP’?=(tanatang)’ + (1— tana)’ =tan’p + tan’atan’p, 


所 以 AP? 十 PQ 一 AQ?, 所 以 PA | PQ. 
三 、 动 静 互 易 中 的 和 谐 


静止 是 相对 的 ,运动 才 是 绝对 的 .用 运动 变化 .联系 的 观点 解 题 是 一 种 重要 的 解 题 策略 . 
解 题 中 ,可 运用 矛盾 转化 的 观点 , 视 动 态 为 静态 ,局 部 固定 某 些 变量 ,以 减少 变 元 个 数 , 达 到 
解 题 的 目的 ;也 可 视 静 态 为 动态 .用 运动 的 观点 分 析 并 解决 问题 ,使 已 知 与 未 知 、 条 件 与 结论 
的 联系 变 得 更 为 明显 ,达到 化 难为 易 的 目的 . 

C 例 7.31 如 图 7.12 所 示 , 已 知 正方 形 OEFG 的 一 个 顶点 与 正方 形 
ABCD 的 中 心 O 重合 .如 果 两 个 正方 形 的 边 长 都 是 a ,OE .OG 分别 交 AD、 
AB 于 点 MN , 求 两 个 正方 形 重 秋 部 分 OMAN( 即 阴影 部 分 ) 的 面积 S. 

G 分 析 整体 上 来 看 ,图 中 是 两 个 全 等 的 正方 形 重生 部 分 ,局 部 上 来 看 是 
求 四边 形 OMAN 的 面积 .可 以 把 正方 形 OEFG 看 成 是 运动 状态 的 ,形成 的 
四 边 形 OMAN 时 刻 在 改变 ,要 求 四 边 形 OMAN 的 面积 , 则 考虑 到 不 受 具 

图 7.12 体位 置 的 影响 ,因而 可 以 置 于 静态 的 情形 加 以 考虑 . 


虚线 正方 形 中 ,OP | AB 交 于 P,OQ | AD 交 于 Q, 则 Snapoo 一 守 - 青 回 到 局 部 ,要 求 


四 边 形 OMAN 的 面积 ,只 需 证 RtAOPN 器 RtAOQM ,这 样 , 解 题 思路 和 方向 就 清楚 了 . 
例 7.32 ”车 正方 形 ABCD 内 一 点 P 到 三 顶点 A、B、C 的 距离 之 和 的 最 小 值 为 V6 十 V2 ， 
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求 正方 形 ABCD 的 边 长 . 


六 4 分 析 本题 若 把 图 形 看 “ 死 ", 用 静止 的 观点 审题 则 不 好 下 手 . 若 用 
E 运动 的 观点 理解 题 意 , 则 变 得 比较 容易 .事实 上 ,将 AABP 绕 点 B 旋转 
60" 到 人 FBE 的 位 置 ,可 知 八 PEB 为 正三 角形 ,如 图 7.13 所 示 . 于 是 
5 PA+PB+PC=EF 十 EP 十 PC, 当 PA 十 PB 十 PC 最 小 时 , 必 有 下 、 
到 7.13 


下 .PC 四 点 共 线 , 故 在 人 BFC 中 ,FC =V6 十 V2 ,人 人 FBC 一 150". 

设 正方 形 边 长 为 a , 则 由 余弦 定理 得 (V6 上) 二 a? 十 a? 一 2a?cos150", 解 得 正方 形 边 
模 本 三 色 

例 7.33 如 图 7.14 所 示 , 边 长 为 2a 的 正 人 ABC( 顶 点 按 顺 时 针 方 
向 排列 ) 的 项 点 A、B 分 别 在 z 轴 和 y 轴 上 移动 . 求 项 点 C 到 原点 O 的 距 
离 d 的 最 大 值 和 最 小 值 . 

分 析 可 把 动人 AABC 看 作 相 对 定点 O 不 动 , 而 点 O 相对 人 ABC 运 
动 , 此 时 ,点 O 运动 的 轨迹 为 以 AB 为 直径 的 圆 . 问 题 就 转化 为 求 点 C 到 
该 圆 上 的 点 的 距离 的 最 大 值 和 最 小 值 . 


心 为 ,半径 为 <, 则 |CO'|=V5e ,由 平面 几何 知识 得 dso 一 (V3 十 1)asdwn 一 (V3 一 1)a. 


例 7.34 直线 mw:y = 二 kz 十 2k 十 1 与 直线 n:2x 十 y 一 4 二 0 的 交点 在 第 一 象限 内 , 求 
& 的 值 . 


分 析 本 是 全 到 手 , 一 般 人 的 思维 方式 是 将 所 给 两 直 线 方程 联 立 , 求 得 交点 二 生 , 守 二 2 ]， 
a 3 一 当中 8k 十 2 i | - 
再 解 不 等 式 一 小 > 0 及 中 于 > 0, 这 个 运算 量 比较 大 .如 果 我 们 从 动态 的 角度 看 待 题 意 ， 


把 直线 mm 看 作 围 绕 点 Q( 一 2,1) 旋转 的 一 束 直 线 ( 即 动 直线 ) ,直线 1 是 过 A(0,4)、B(2,0) 的 
定 直线 , 现 要 求 两 直线 交点 在 第 一 象限 .如 图 7.15 所 示 , 即 交点 PP 只 能 在 开 线段 AB 上 运动 ， 
1 3 


动 直线 QP 的 斜率 满足 ka 二 二 has, 易 求 kon 一 一 二 ,kos 一 二 ,所 以 一 二 < 人 一 三 


图 7.15 
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例 7.35 已 知 本 加 十 六 二 1( 二 0 二 0),A、B 是 椭圆 
上 的 两 点 ,线段 AB 的 垂直 平分 线 与 x 轴 相 交 于 点 P(xo,0). 


a’—b? a —b’ 


求证 : 本 


分 析 如 图 7.16 所 示 ,A、B 是 椭圆 上 两 动 点 , 设 弦 AB 的 
中 点 为 M, 其 横 坐 标 属于 椭圆 方程 中 xz 的 取 值 集 (一 a,a). 


2 
“ 动 "中 帘 “ 定 ”联想 kas 。kov 一 一 气 为 定 值 ,于 是 设法 找 出 图 7.16 


Zo 与 点 M 横 坐 标的 联系 .对 解 题目 标 有 了 明确 ` 具 体 的 认识 ,新 颖 ,简洁 的 证 法 便 油 然而 
生 了 . 
设 AB 的 中 点 为 M,AB 的 垂直 平分 线 为 1:y 二 k(x 一式 o). 


he 1 Be 5B 于 kb? 
因为 1 与 x 轴 相 交 ,k 隆 0,kas 一 一 天 .所 以 ,ou "kag 二 ov 


有 
a? kas a 


kb? i zkb” a? 
OM 的 方程 为 y= a i 入 直线 方程 ,得 T= k(r—zo)=>zr Zp ,为 点 M 


x’ y’ I Q2 a:—b’ 
的 横 坐 标 . 因为 点 M 在 椭圆 王 十 3%z 一 1 内 ,所 以 一 a < 下 pxo a; 即 一 一 一 一 
a —b? 


四 、 机 理 技巧 中 的 和 谐 


通俗 地 说 ,机 理 指 的 是 事物 作为 一 个 整体 ,其 内 在 运行 或 工作 的 规律 性 .技巧 , 则 是 指 某 
一 基本 方法 在 实际 运行 或 工作 过 程 中 的 灵巧 运用 .正如 询 丁 解 牛 一 般 , 和 掌握 解 题 ,意味 着 通 
透 其 内 在 规律 性 .在 许多 数学 问题 的 解 题 过 程 中 ,我 们 要 从 整体 上 把 握 题 设 与 结论 , 既 要 注 
意 条 件 限制 ,又 要 联系 结论 的 要 求 . 当 我 们 掌握 其 中 的 规律 ,就 能 做 到 技术 纯熟 神 妙 , 解 题 得 
心 应 手 . 


WN “< 


和 一 攻 h。。 例 7.36 已 知 直 三 校 柱 ABC 一 A1BiC1, 用 一 平面 共 此 三 校 村 ,得 共 
RE 面 人 AsBsCs, 且 AA, 一 hi ,BBs 一 hs,CCs 一 hs, 如 图 7.17 所 示 . 若 三 楼 柱 
全 底面 人 ABC 的 面积 为 S, 求 证 : 介 于 截面 与 下 底面 之 间 的 几何 体 体积 为 


4 B V 一 了 SG 十 局 十 如 
5 分 析 “本 题 的 常规 解法 是 割 补 法 , 解 题 较 繁 .我 们 从 整体 人手 ,考虑 直 
图 7.17 接 证 法 .C1、C; 到 平面 AA1B1B 的 距离 均 相等 , 设 为 h ,显然 h 又 是 人 ABC 
-0 hi 二 Th; 
中 AB 上 的 高 . 故 V 一 Ve aac 十 Ya-_aaosas 一 上 Shs 十 计 Sanasns ,一 卫 S1s 十 于 全 于 2， 


AB .六 . 


将 二 4B :和 代入 上 式 ,得 了 一 二 SC 二 且 es 
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例 7.37 已 知 一 双 曲 线 过 原点 , 实 轴 长 为 2, 它 的 一 个 焦点 为 (4,0), 求 该 双 曲 线 中 心 
的 轨迹 方程 . 
by 分 析 题 设 给 定 双 曲线 的 一 个 焦点 和 一 支 上 的 一 个 特殊 点 ,如 果 
\ 仅 用 这 些 条 件 , 按 常规 方法 很 难 求 得 中 心 的 轨迹 方程 .但 若 整体 考虑 所 
给 双 曲 线 及 两 焦点 与 中 心 的 位 置 关 系 , 再 利用 原点 在 曲线 上 , 则 解 题 思 
路 露 然 开朗 . 

事实 上 ,由 |OF; | 一 |OP,|= 土 24 = 土 2, 如 图 7.18 所 示 , 设 双 曲 线 中 
心 为 P(x,y), 则 另 一 焦点 为 Fa(2zr 一 4,2y). VCz 二 47 十 (2y) 一 
4 二 土 2, 化 简 得 (zx 一 2)? 十 y? = 二 9, 或 (z 一 2)? 十 y= 二 1 

例 7.38 ”如 图 7.19 所 示 , 给 出 表 甲 和 表 乙 两 个 数组 , 若 将 表 甲 中 相 邻 的 两 个 小 方 格 ( 指 
有 公共 边 的 两 个 小 方 格 ) 中 的 数 都 加 上 或 减 去 同一 个 数 , 称 作 一 次 操作 , 问 经 过 若干 次 操作 
之 后 ,能 否 将 表 甲 变 成 表 乙 ? 若 能 ,请 写 出 一 种 操作 过 程 ; 若 不 能 ,请 说 明理 由 . 
河 医 : 
各 :| 通 
415 
0 


图 7.18 


bljomlw=|= 
olul~s|s 
=|lsosle|= 
oloclocle 
olocolole 
-loleo|l- 


4 


表 甲 表 乙 
图 7.19 图 7.20 


分 析 如 图 7.20 所 示 ,首先 将 4X4 方 格 表 黑 白 染 色 . 按 题 设 的 操作 规则 ,每 次 操作 都 使 
一 个 黑 格 与 相 邻 的 白 格 中 的 数 同 时 增加 或 减少 一 个 数 ,它们 的 差 不 变 , 因此 ,每 次 操作 后 
8 个 黑 格 所 填 数 之 和 与 8 个 白 格 所 填 数 之 和 的 差 值 是 不 变 的 . 

表 甲 黑 格 数 之 和 为 0 十 5 十 2 十 7 十 8 十 5 十 0 十 6 王 33, 白 格 数 之 和 为 1 十 4 十 3 十 6 十 4 十 
5 十 2 十 4 二 29, 它 们 的 差 为 33 一 29= 二 4, 这 个 值 在 操作 过 程 中 不 会 发 生变 化 ,而 表 乙 中 黑 格 填 
数 总 和 与 白 格 填 数 总 和 的 差 为 2 一 2 二 0( 取 4). 

由 于 每 次 操作 使 黑 格 与 相 邻 的 白 格 中 的 数 同时 增加 或 减少 一 个 数 , 它 们 的 差 不 变 , 故 可 
推 知 无 论 经 过 多 少 次 操作 ,都 不 能 将 表 甲 变 为 表 乙 . 


第 五 节 ”基于 奇异 美 突破 解 题 常规 


著名 数学 家 徐 利 治 教 授 说 :“ 奇 异 是 一 种 美 ,奇异 到 极 处 更 是 一 种 美 .” 由 于 现实 生活 中 
的 客观 实体 为 数学 创造 了 良好 的 模型 ,因此 数学 的 结构 在 一 定 的 领域 内 具有 相对 的 稳定 性 . 
奇异 性 是 指 对 这 种 稳定 性 的 破坏 ,当然 这 种 “破坏 ”是 美学 中 的 新 思想 、 新 理论 、 新 方法 对 原 
有 习惯 的 一 种 美的 突破 .奇异 性 包含 着 新 颖 和 出 乎 意料 的 含义 ,也 就 是 说 ,那些 被 称 为 奇异 
的 事物 所 引起 的 不 仅 是 赞叹 ,而 且 是 惊 眉 和 府 异 . 

在 解决 数学 问题 中 的 奇 思 妙 想 , 有 时 让 人 拍案 叫绝 ,这 也 构成 了 数学 解 题 的 奇异 美 ， 
也 同样 是 数学 解 题 的 魅力 所 在 . 某 些 数学 问题 若 能 抓 住 其 "个 性 ” ,往往 能 获得 出 人 意料 的 
解法 . 
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例 7.39 解 方 程 : 
1 i 
(1) V 1 二 +y*=4 3 
yl— me 


(2) V2+ Vx 一 工 一 2. 
1 1 
上 全 一】 本 一 
分 析 在 (1) 和 项 , 骨 有 | +F=)+b + 二]=4 


1 
sy = 宇 2, 仅 当 Vz 一 1 一 1 用 ;y "十 二 这 2, 仅 当 y? 二 1 时 取 和 
因为 i 仅 当 时 取 等 号 ;y 仅 当 y 时 取 等 


号 .所 以 , 原 方 程 Vx 一 1 十 十 y* 十 去 之 4 等 价 于 Vz 一 1=1 且 y*==1, 从 而 原 方程 的 


a 
解 为 z= 二 25y = 证 1, 

在 (2) 中 , 令 2== y, 解 关于 y 的 无 理 方程 Vy 十 Vx = 一 y, 得 (y 一 + 十 Vz )(y 一 x 一 
Vz 一 1); 即 y= x 一 Vz 及 y= zx 十 Vz 十 1. 


& 
由 zx 一 Vz = 2 得 ,x 一 4 由 x 十 VF +1=2 得 ,x 一作 ! | . 


但 xz 一 2 三 0. 所 以 ,所 求 的 解 为 xz ==4. 

对 于 方程 (1)、(2) ,用 常规 解法 比较 繁 难 , 但 解 方程 (1) 时 运用 了 重要 不 等 式 的 性 质 , 解 
方程 (2) 时 却 构造 了 一 个 关于 y 的 方程 ,两 种 方法 都 可 谓 “ 出 奇 制胜 ”. 这 种 新 颖 独特 的 方法 富 
于 创造 性 ,往往 让 人 惊叹 不 已 . 

si arT—b(r ce) bil(r—a)(r—c) ci(r—a)(r—b) 

例 7.40， 求 还 ta —B(a = | (br—a)(b—e) Ce—n eC—W 
中 a bc 互 不 相等 ). 

分 析 用 常规 方法 证 明 需 要 通 分 ,做 多 项 式 的 乘法 ,过 程 比 较 复杂 .倘若 我 们 用 审美 的 
眼光 观察 ,会 发 现 a .bc 是 轮换 对 称 的 ,这 种 对 称 美 的 发 现 会 诱发 创造 性 思维 . 

不 难 发 现 z 取 值 a 6、c 都 满足 等 式 , 将 等 式 视 为 一 元 二 次 方程 , 它 只 能 有 两 个 不 相等 的 
根 ,因此 原 等 式 一 定 是 一 个 恒等式 . 

本 题 是 例 1.26 的 变 式 , 这 个 证 明 不 循 常规 ,你 能 有 一 种 美的 享受 . 


例 7.41 已 知 So a Le i “9 机 


Os sin2B cosza sinza 
分 析 “本题 的 解答 方法 比较 多 ,大 多 采用 三 角 函 数 恒 等 变形 的 方法 ,做 起 来 比较 繁琐 . 
本 题 若是 能 跳出 三 角 函 数 恒 等 变 形 的 圈子 ,而 改 用 代数 变换 ,证明 则 显得 非常 简捷 . 
事实 上 , 设 sin?a ==z ,sin?B = 二 y(z 、y € (0,1)), 则 原 式 变 为 


xz:( 其 


二 2 
下 0 


1 


站 | 各 


则 wl 一 g 丰 (一 六 oy et (rt—y)’=0,x =y. 


由 此 可 见 ,@ 式 可 改写 为 并 a 然后 再 把 它 代入 所 设 即 得 S38 sn: 一 1 


sina 
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例 7.42 证明 二 倍 角 的 正弦 公式 :sin2a 二 2sinacosa. 
分 析 证 明 二 倍 角 的 正弦 公式 有 多 种 方法 ,这 里 给 出 一 种 “无 字 证 明 ”, 即 
构造 图 形 ,赋予 图 形 适当 的 背景 进行 证 明 ,如 图 7.21 所 示 . 


由 SAaos 一 二 XR: X sin2a = 二 xAB XOD = X2Rsine XReceosa ,可 得 


图 7.21 


sin2a 一 2sina cosa . 
例 7.43 求证 :2(a? 十 6?) 这 (Ca 十 0)2. 
分 析 同样 采用 “无 字 证 明 ” 的 方法 构造 图 形 加 以 证 明 . 如 图 7.22 所 示 , 显 然 有 2(a* 十 


607) 三 (a 十 5)*, 可 变形 为 /2 i > a 十 b? 宇 24b wa 十 6 宇 2Vab .类 似 地 ,可 以 用 


图 7.23 证 明 不 等 式 . 作 正 方形 ABCD 和 BEFG ,连结 AC ,连结 EG 并 延长 与 AC 交 于 五 , 设 
2) 


AB =a ,BE 一 0， 由 Sangc 十 SAsgc 之 SAagH 得 六 (a? +65) >( .图 7.23 可 看 作 是 


图 7.22 转化 而 来 ,本 质 上 是 一 样 的 . 


pp 2 


图 7.22 


例 7.44 某 轮 船 公司 每 天 中 午 有 一 稻 轮 船 从 哈佛 开 往 纽约 ,并 且 在 每 天 的 同一 时 间 也 
有 一 盘 轮 船 从 纽约 开 往 哈 佛 . 船 在 途中 所 花 的 时 间 ,来 去 都 是 7 昼夜 . 问 今 天 中 午 从 哈佛 开 出 
的 轮船 ,在 整个 航运 途中 会 遇 到 几 条 同一 公司 的 轮船 从 对 面 开 来 ? 

分 析 采用 特别 的 图 示 法 ,会 收 到 意 想不到 的 解 题 效果 .在 平面 上 ,z 轴 表 示 时 间 ,y 轴 
表示 地 点 ,以 原点 代表 哈佛 ,y 轴 上 任 取 一 点 代表 纽约 ,如 图 7.24 所 示 . 那 么 ,轮船 的 时 间 一 
位 置 曲 线 就 是 两 组 平行 线 , 粗 黑 线 表示 从 哈佛 开 往 纽约 的 一 盘 轮 船 的 时 间 一 位 置 曲线 , 因 
为 它 与 另 一 组 平行 线 相交 15 次 .所 以 ,这 艘 轮船 将 遇 到 15 条 同一 公司 的 轮船 ,其 中 两 条 是 开 
出 哈佛 与 到 达 纽 约 遇 到 的 ,其 余 13 条 是 在 海上 遇 到 的 . 


哈佛 123456789101112131415 
x 


纽约 
图 7.24 
例 7.45 已 知 a.bc .de 是 满足 a 十 b 十 c 十 d 十 e 二 8 且 a? 十 6? 十 c? 十 d? 十 e?: 二 16 的 


实数 , 试 求 e 的 取 值 范围 . 
分 析 ”这 是 一 道 美国 中 学 生 数学 竞赛 试题 .由 已 知 条件 可 知 ,e 值 的 大 小 决定 于 w .csd 
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的 取 值 .考虑 到 题目 条 件 的 对 称 性 ,我 们 没有 充足 的 理由 说 明 当 。 取 最 大 值 时 ,a、b、c.d 的 取 值 
有 什么 不 同 .一 般 我 们 采用 两 种 方法 ,一 是 把 诸 元 平等 看 待 而 用 平均 值 转换 元 求解 ;二 是 可 以 采 
用 突出 某 元 的 方法 逐步 消 元 求解 .这 里 略 去 这 两 种 方法 的 解 题 过 程 ,介绍 另 一 种 使 用 方差 求解 


a b c d 
的 特别 方法 ,非常 巧妙 地 很 快 获得 问题 的 答案 .不妨 设 X 的 分 布 列 为 | 1 1 1 1 
4 4 4 4 
则 EX 837,EXx* —l Te. 
i oY 
故 有 站 二 > < 解 不 等 式 可 得 。 的 取 值 范围 为 |0， ¥|. 


4 十 Sin27 
1 +VZsin[z 十 至 | 


分 析 ”对 于 一 类 涉及 0 至 1 的 不 等 式 , 常 可 考虑 利用 概率 性 质 0 达 P(A) 达 1 及 加 法 公 
式 P(A 十 B)==P(A) 十 P(B) 一 P(AB) 来 证 .关键 是 求证 式 要 符合 概率 加 法 公式 的 基本 形 


式 .整理 原 式 得 -< 二 25i9<C03x > 2. 由 条 件 知 0 过 sinz 过 1,0 过 cosz 过 1, 所 以 只 需 证 2 十 
1 十 sinz 十 coszx 


sinzcosz 二 1 十 sinz 十 cosz , 即 只 需 证 sinz 十 cosz 一 sinzcosz 迄 1, 故 可 利用 概率 模型 来 证 
(当然 可 以 用 (sinz 一 1)(coszx 一 1) 三 0 证 明 .这 里 重 在 介绍 构造 概率 模型 解 题 的 奇异 
与 独特 ). 

不 妨 设 两 独立 事件 A 和 B, 且 P(A)=sinzt,P(B)==cosz, 则 P(A 十 B)==P(A) 十 
P(B)— P(AB)=sinz 十 cosz — sinrcosr 1, 

所 以 2 十 sinzcosz 之 1 十 sinz 十 cosz. 


例 7.46 已 知 z € | "到 | ,地 证 莹 芭 


因为 x € | 于 | sine > ooosr > 0 所 冯 贡 区 一 人 ae 


UD ny 1 Hsin (x + 于 


第 六 节 ”基于 数学 文化 激发 解 题 活力 


通俗 地 说 ,数学 文化 是 指数 学 的 思想 、 精 神 、 方 法 、 观 点 ,以 及 它们 的 形成 和 发 展 ;广泛 地 
说 , 除 上 述 内 涵 外 ,还 包含 数学 家 、 数 学 史 、 数 学 美 数 学 教育 、 数 学 发 展 中 的 人 文成 分 、 数 学 
与 社会 的 联系 、 数 学 与 各 种 文化 的 关系 ,等 等 .近年 来 ,与 数学 文化 相关 的 数学 问题 经 常 出 现 
在 高 考题 .中 考题 中 .在 解 题 中 关注 数学 文化 的 渗透 具有 一 定 的 现实 意义 . 


、 与 数学 名 著 相 关联 
古今 中 外 ,数学 名 著 中 都 蕴含 着 大 量 深刻 的 数学 思想 ,解决 这 类 问题 时 我 们 能 够 感受 到 
千 百 年 前 古人 对 数学 的 探究 方法 ,以 及 其 中 的 数学 精神 . 


例 7.47 我 国 古代 数学 名 著 ( 数 书 九 章 ) 中 有 “天 池 倪 测 雨 ” 题 :在 下 雨 时 ,用 一 个 圆 台 形 
的 天 池 盆 接 雨 水 .天 池 盆 盆 口 直径 为 二 尺 八 寸 , 倪 底 直径 为 一 尺 二 寸 , 倪 深 一 尺 八 寸 .车 盆 中 
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积 水 深 九 寸 , 则 平地 降雨 量 是 寸 ( 注 : 平地 降雨 量 等 于 倪 中 积 水 体积 除 以 盆 口 面 
积 ; @ 一 尺 等 于 十 十 ). 

分 析 “本题 主要 考查 空间 线 面 关系 .几何 体 的 体积 等 知识 ,考查 数 形 结合 ,化 归 与 转化 的 
数学 思想 ,以 及 空间 想象 能 力 ,推理 论证 能 力 和 运算 求解 能 力 .由 题 意 得 到 盆 中 水 面 的 半径 , 利 
用 圆 台 的 体积 公式 求 出 水 的 体积 ,用 水 的 体积 除 以 盆 的 上 底面 面积 即 可 得 到 答案 . 

如 图 7.25 所 示 , 由 题 意 可 知 , 天 池 贫 上 底面 半径 为 14 寸 ,下 底面 半径 为 


6 寸 ,高 为 18 寸 .因为 积 水 深 9 寸 ,所 以 水 面 半径 为 X(14 十 6)= 10( 寸 ) , 则 


盆 中 水 的 体积 为 X9X(6? 十 10? 十 6X10) 二 = 588x( 立 方寸 ). 所 以 平地 降雨 


量 等 于 二 3( 寸 ). 

例 7.48 ”公元 前 3 世纪 , 古 希 腊 欧 几 里 得 在 《几何 原本 》 里 提出 :“ 球 的 体积 (V) 与 它 的 
直径 (D) 的 立方 成 正比 ”, 此 即 V=&kD? , 欧 几 里 得 未 给 出 的 值 .17 世纪 ,日 本 数学 家 们 对 求 
球 的 体积 的 方法 还 不 了 解 , 他 们 将 体积 公式 V ==&D? 中 的 常数 k 称 为 “ 立 圆 率 ” 或 “ 玉 积 率 ”. 
类 似 地 ,对 于 等 边 圆 柱 ( 轴 截面 是 正方 形 的 圆柱 ) 正方 体 也 可 利用 公式 V=kD? 求 体积 (在 等 
边 圆 柱 中 ,D 表示 底面 圆 的 直径 ;在 正方 体 中 ,D 表示 楼 长 ). 假 设 运 用 此 体积 公式 求 得 球 ( 直 
径 为 ec) .等 边 圆 柱 ( 底 面 圆 的 直径 为 gc) 正方 体 ( 棱 长 为 w) 的 “ 玉 积 率 ” 分 别 为 kks、ks，, 求 
k1 :有 2 : ks. 

分 析 ”本题 考查 了 球 、 圆 柱 、 正 方 体 的 体积 计算 公式 、 类 比 推理 等 ,难度 不 大 .事实 上 , 因 


4 4 3 2 
为 Vi nR’ <($] Tak Vs nxR’a *($)« a>ks Vs 


a3 过 ks 一 1, 故 有 :as 起 


二 、 与 数学 名 题 相 关联 


以 数学 史 中 的 著名 问题 为 背景 的 考题 ,是 对 数学 文化 的 一 种 延续 ,同时 也 能 让 我 们 更 加 
深刻 地 体会 数学 知识 的 本 质 . 

例 7.49 《歌词 古 体 算 题 》 记 载 了 中 国 古 代 的 一 道 在 数学 史上 名 扬中 外 的 “ 勾 股 容 圆 ” 
名 题 ,其 歌词 为 “十 五 为 股 八 步 匀 , 内 容 圆 径 怎 生 求 ?y》 有 人 算得 如 斯 妙 , 算 学 方 为 第 一 
筹 .” 其 中 提出 的 数学 问题 是 这 样 的 : 今 有 股 长 15 步 , 勾 长 8 步 的 直角 三 角形 , 试 求 其 内 切 
圆 的 直径 . 


分 析 ”根据 题 意 画 出 图 形 , 如 图 7.26 所 示 ,观察 发 现 直 角 三 角形 的 内 切 4 
圆 半径 恰好 是 直角 三 角形 内 三 个 三 角形 的 高 ,因而 可 以 通过 面积 SaAaac 一 NN 


Sad So | SNA 求 得 内 切 团 的 半径 .事实 上 ,地 AB .BC 一 广 (AB 和 


E 
i MDaBG [< AN 
BC 十 AC)r, 所 以 "一 ABTTBCTAC 一 3. 
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例 7.50 “三 等 分 角 ” 是 古 希腊 几何 尺 规 作 图 当中 的 名 题 , 和 化 圆 为 方 、 信 立方 问题 并 列 
为 古代 数学 的 三 大 难题 ,而 如 今 数 学 上 已 证 实 这 个 问题 无 解 , 数 学 家 普 斯 借助 函数 给 出 一 种 
“三 等 分 角 ” 的 方法 . 


(CD 探究 一 一 如 图 7.27 所 示 ,已 知 第 形 PQRM 的 顶点 P .R 都 在 函数 y 一 
象 上 , 试 证 明 ; 点 Q 必 在 直线 OM 上 ; 


(2) 应 用 一 一 如 图 7.28 所 示 , 将 给 定 的 锐角 人 AOB 置 于 直角 坐标 系 中 , 边 OB 在 zx 轴 
上 , 边 OA 与 丽 数 ,一 二 (z > 0) 的 图 象 交 于 点 号 ,以 为 团 心 ,以 2OP 为 半径 作 弧 交 图 象 于 


点 RR, 分 别 过 点 P 和 R 作 x 轴 、y 轴 的 平行 线 , 两 直线 交 于 点 MM、 点 Q, 连 结 OM, 则 MOB = 
LAOB ,请 用 所 学 的 知识 证 明 : MOB = 地 LAOB. 
Ey 卫 


( 代 二 0) 的 图 


图 7.27 图 7.28 


分 析 “本题 借 助 于 “三 等 分 角 ” 数 学 名 题 出 题 ,立意 新 颖 .试题 考查 的 是 反比 例 函 数 综合 
题 ,熟知 反比 例 函 数 图 象 上 点 的 坐标 特点 及 矩形 的 性 质 是 解答 此 题 的 关键 . 


(1) 延长 PQ 交 x 轴 于 点 也 , 设 点 P(al) .R[2 汪 |] , 则 al 二] Mo ,又 
a b b a 


, -QH_1l uD - 得 出 结论 ， 
tanL QOH =0F =75 tan MOB =0B =25’ 由 tan 了 QOH =tanMOB 即 可 得 出 结论 ; 


(2) 根据 PR =2OP ,PR 一 2PS, 得 出 OP = PS, 二 PSO = ZPOS. 再 由 ZPSO = 
2 了 PMO, 人 PMO = 一 MOB 可 得 出 结论 . 


三 、 与 数学 名 人 相关 联 


在 世界 数学 的 发 展 史 中 ,有 许多 著名 的 数学 家 ,他 们 给 人 类 留 下 了 非常 丰富 的 精神 财 
富 , 引 入 他 们 发 现 的 数学 名 题 ,感受 他 们 追求 真理 的 伟大 创举 ,可 以 激发 我 们 对 数学 的 热情 . 
例 7.51 我 国 齐 梁 时 代 的 数学 家 祖上 旺 ( 公 元 前 6 一 前 5 世纪 ) 提出 了 一 条 原理 ，… 寡 势 既 
同 , 则 买 家 不 容 异 .” 这 句 话 的 意思 是 : 夹 在 两 个 平行 平面 间 到 二 
的 两 个 几何 体 ,被 平行 于 平面 的 任何 平面 所 截 , 如 果 截 得 的 
两 个 截面 的 面积 总 是 相等 ,那么 这 两 个 几何 体 的 体积 相等 . 


区 2 Ol x -1 
设 由 椭圆 x? 十 =1 所 围 成 的 平面 图 形 绕 y 轴 旋转 一 周 得 Wy 
Ts 


到 的 几何 体 ( 成 为 椭 球 体 ) 体积 为 Vi: 由 直线 y == 土 2x， 
工 三 土 1 所 围 成 的 平面 图 形 ( 如 图 7.29 阴影 部 分 所 示 ) 绕 y 
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轴 旋 转 一 周 所 得 到 的 几何 体 体积 为 V;. 请 根据 祖 恒 原理 等 知识 ,通过 观察 V; , 求 Vi. 
分 析 ”此 题 考查 了 圆柱 的 体积 公式 圆锥 的 体积 公式 及 空间 的 想象 能 力 等 .可 以 先 求 出 


,ber| 2X 3rxXl x2 .根据 祖 量 原理 ,每 个 平行 水 平面 的 截面 积 相等 , 故 


它们 的 体积 相等 ,所 以 Wi 一 也. 


例 7.52 ” 柯 西 不 等 式 是 由 数学 家 柯 西 在 研究 数学 分 析 中 的 * 流 数 ” 问题 时 得 到 的 .具体 
表述 如 下 :对 任意 实数 clyas ,ea， 和 6b1,6s,…,b,(n EN 过 2), 都 有 (ai 十 cs 十 … 十 
a2)(6? 十 怒 十 十 52) 之 (aibi 十 azbs 十 … 十 asb,)?. 

(1) 证 明 n= 二 2 时 柯 西 不 等 式 成 立 , 并 指出 等 号 成 立 的 条 件 ; 

(2) 车 对 任意 x E [2,6], 不 等 式 3Vz 一 2 十 2V6 一 x 入 六 和 恒 成 立 , 求 实数 m 的 取 值 
范围 . 

分 析 本题 主要 考查 不 等 式 的 证 明 与 应 用 ,以 及 不 等 式 求 函数 的 最 值 等 . 

第 (1) 题 只 要 构造 出 一 个 恰当 的 函数 ,利用 判别 式 证 明 即 可 .事实 上 ,构造 函数 f(x) = 
(aiz T6010) ?二 (aszb2) =(aft+ai)zr’ +2(ab taba)zr t+ (bi + 062). 

注意 到 f(x) 宇 0, 所 以 A=[2(aibi 十 a262)]? 一 4(a? 十 a2) (53 十 563) 声 0, 即 (aibi 十 
azb2)? 志 (af 十 a$) (53 十 娩 ), 其 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 a1z 十 b1 二 asz 十 bs 二 0, 即 a1bs 二 asb1. 


第 (2) 题 可 以 利用 柯 西 不 等 式 求 出 (3Vz 一 2 十 2V6 一 x ),， 即 可 求实 数 m 的 取 值 
范围. 
(3/5=2+26 7) < +2) |[(Vz 2) + (Ve) ]= 52, 所 以 ,(3Vz 3+ 


2V6—z) = 2/i3. 


max 


因为 对 任意 x € [2,6], 不 等 式 3Vz 一 2 十 2V6 一 x 达 m 恒 成 立 , 所 以 m 之 2V13. 
四 、 与 数学 发 现 相 关联 


一 些 与 数学 文化 相关 的 试题 , 既 体 现 数学 史 的 背景 ,又 能 让 我 们 在 解 题 过 程 中 体验 历史 
上 数学 的 发 现 过 程 . 

例 7.53 关于 圆周 率 x, 数 学 发 展 史 上 出 现 过 许多 很 有 创意 的 求法 ,如 著名 的 薄 丰 实验 
和 查理 斯 实验 . 受 其 启发 ,我 们 也 可 以 通过 设计 下 面 的 实验 估计 r 的 值 : 先 请 200 名 同学 ,每 
人 随机 写 下 一 个 都 小 于 1 的 正 实数 对 (z ,y) ;再 统计 两 数 能 与 1 构成 钝 角 三 角形 三 边 的 数 对 
(x,y) 的 个 数 m ;最 后 再 根据 统计 数 m 估计 < 的 值 .假如 统计 结果 是 m= 二 56, 那 么 可 以 估计 
是 多 少 (用 分 数 表示 )? 

分 析 ”本题 考查 了 随机 模拟 法 求 圆 周 率 的 问题 ,也 考查 了 几何 概率 的 应 用 问题 ,是 一 道 
综合 题 .由 实验 结果 知 200 对 0 ~ 1 之 间 的 均匀 随机 数 x 、y ,对 应 区 域 的 面积 为 1, 两 个 数 能 
与 1 构成 钝 角 三 角形 三 边 的 数 对 (z ,y) .满足 xz? 十 y? 二 1 且 z、y 都 小 于 1,x 十 y 记 1, 面 积 


为 到 = 二 .由 玫 何 概 型 概率 计算 公式 ,得 出 所 取 的 点 在 圆 内 的 概率 是 圆 的 面积 比 正方 形 
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的 面积 ,二 者 相等 即 可 估计 的 值 .因为 统计 两 数 能 与 ! 构成 钝 角 三 角形 三 边 的 数 对 (z ,y) 
et 78 

的 个 数 二 56, 所 以 200 疙 4 De 25° 
五 、 与 艺术 相关 联 

数学 对 艺术 的 影响 由 来 已 久 ,文艺 复兴 时 期 艺术 家 们 利用 透视 原理 创作 出 许多 不 朽 名 
作 . 数 学 家 们 则 经 常 利 用 艺术 作品 开展 研究 . 

例 7.54 ” 桦 卯 (sin mao) 是 古代 中 国 建筑 .家 具 及 其 他 器 械 的 主要 结构 方式 ,是 在 两 个 
构件 上 采用 止 凸 部 位 相 结合 的 一 种 连接 方式 , 凸 出 部 分 叫 作 * 桦 头 ”. 某 * 桦 头 ” 的 三 视图 及 其 
部 分 尺寸 如 图 7.30 所 示 , 求 该 * 桦 头 ” 的 体积 . 


J 


正视 图 侧 视图 


俯视 图 


图 7.30 

分 析 桦 卯 结构 是 一 个 凝结 了 中 国 几 千 年 传统 文化 精粹 的 技术 ,是 中 国 | 
古代 劳动 人 民 的 智慧 结晶 ,也 是 最 烧 脑 的 艺术 .本 题 有 效 地 考查 了 三 视图 、 空 | ef 
间 几 何 体 的 体积 等 知识 ,同时 也 培养 了 民族 自豪 感 . 本 题 考查 的 知识 技能 主 
要 包括 长 方 体 与 正方 体 的 三 视图 、 体 积 计算 公式 ,以 及 推理 能 力 与 计算 能 力 
等 .如 图 7.31 所 示 ,该 几何 体 为 一 个 3X2X3 的 长 方 体 , 去 掉 四 个 角 ( 棱 长 为 1 
的 正方 体 ) 余下 的 几何 体 .所 以 ,该 桦 头 ”的 体积 一 3X2X3 一 4X1 一 14. 图 7.31 


六 、 与 游戏 相关 联 


以 游戏 为 背景 设置 试题 ,不 仅 背 景 自然 ,实际 ,同时 也 让 枯燥 的 数学 问题 充满 乐趣 . 

例 7.55 “石头 .剪刀 \ 布 ?是 一 种 广泛 流传 于 我 国民 间 的 古老 游戏 ,其 规则 是 :用 三 种 不 
同 的 手势 分 别 表示 石头 .剪刀 \ 布 ;两 个 玩家 同时 出 示 各 自 手 势 1 次 记 为 1 次 游戏 ”石头 ” 胜 
“剪刀 ”,“ 前 刀 ” 胜 “ 布 ",“ 布 * 胜 “石头 ”; 双 方 出 示 的 手势 相同 时 ,不 分 胜 负 . 现 假设 玩家 甲 . 乙 
双方 在 游戏 时 出 示 三 种 手势 是 等 可 能 的 . 

(1) 求 出 在 1 次 游戏 中 玩家 甲 胜 玩家 乙 的 概率 ; 

(2) 若 玩家 甲 、 乙 双方 共 进 行 了 3 次 游戏 ,其 中 玩家 甲 胜 玩家 乙 的 次 数 记 作 随机 变量 X， 
求 X 的 分 布 列 及 其 期 望 . 

分 析 ”本题 着 重 考查 了 古典 概 型 随机 事件 的 概率 公式 ,组合 数 ,以 及 离散 型 随机 变量 的 
定义 、 分 布 列 , 并 利用 分 布 列 求 其 期 望 . 
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(1) 利用 列举 法 得 玩家 甲 、 玩 家 乙 双 方 在 1 次 游戏 中 出 示 手 势 的 所 有 可 能 结果 共有 
9 个 :( 石 头 ,石头 ),( 石 头 ,剪刀 ), (石头 , 布 ), (剪刀 ,石头 )， (剪刀 ,剪刀 ), (剪刀, 布 ), ( 布 ， 
石头 ),( 布 ,剪刀 ),( 布 , 布 ). 而 玩家 甲 胜 玩家 乙 的 基本 事件 共有 3 个 : (石头 ,剪刀 ), (剪刀 ， 


布 ),( 布 ,石头 ). 所 以 ,在 1 次 游戏 中 玩家 甲 胜 玩家 乙 的 概率 P = 了 一 于 


(2) 玩家 甲 、 玩 家 乙 双 方 共 进 行 了 3 次 游戏 ,其 中 玩家 甲 胜 玩家 乙 的 次 数 用 X 表示 ,由 题 
意 取 值 为 0,1,2,3. 利 用 随机 变量 分 布 列 定义 及 期 望 公式 即 可 . 


PCX 王 3) 一 Ci 。 


X 的 分 布 列 如 表 7.1 所 示 . 


| 
0 1 2 3 
Pp 8 12 
27 27 27 py 
a 6 ， 1 
E(X) 0xX7t1lX27t+t2X27+3X7 i 


“石头 .剪刀 \ 布 ?游戏 的 背景 ,让 记忆 仿佛 又 回 到 童年 .本 题 中 熟悉 的 游戏 场景 ,不 仅 体 
现 了 试题 的 趣味 性 ,在 考查 古典 概率 的 同时 ,也 有 效 检 测 了 数学 阅读 能 力 和 分 析 问 题 、 解 决 
问题 的 能 力 . 


习 题 七 
> 并 一 yz 32 一 工 z yy 一 之 2 
求证 :三 a Ft 十 y)(y 十 z) ( 工 十 z)(y 十 z) 
区 2 y? z? vw 
2. 已 知 郊 Fast sta nl 
rx: y? 之 2 Tw? 
4 1 A 32 二 5 “4 72 1, 
区 2 y? 之 2 YOU2 
FTI 
El 3 2 LL To i 
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求 z?: 十 y? 十 zx? 十 w? 的 值 . 


2 Ee 
3 逢 下 登基 1 过世 一 笃 一 二 思 
ed 


4. 已 知 a 为 实数 , 试 解 关 于 z 的 四 次 不 等 式 :z' 一 2axr? 十 2a* 一 3 之 0. 
5. 在 和 信 ABC 中 ,已 知 25 =a 十 c ,求证 : 

A C bj | 
(1) tan stan gs 一 本 
(2) cosA 十 cosC 一 cosAcosC 十 了 sinAsinC 为 定 值 . 
和 
正 数 zz、y 、z ZX 和 十 9 十 z iE 
a? b’ 


wy 
1 十 一 区 8 成 立 


7. 求证 :对 任意 实数 a 过 1,2 > 1 都 有 不 等 式 


8. 设 广 '(z) 是 丽 数 7(z) 一 二 (dr 一 4 )(a > 1) 的 反 丽 数 , 求 使 广 (z) > 1 成 立 的 z 
的 取 值 范围 . 

9. 若 不 等 式 V4z 一 x 二 az 的 解 集 为 {z | 0 二 x 三 4}, 求 实数 a 的 取 值 范围 . 

10. 设 双 基线 C: 王 一 y* 一 1(a 之 0) 与 直线 1:x 十 y 一 1 相交 于 两 个 不 同 的 点 A.B, 设 直 


线 /与 y 轴 的 交点 为 P, 且 PA 二 二 PB, 求 4 的 值 . 
Zz2 十 y2 十 zy 一 1， 


11. 正 数 z yz 满足 1 十 所 十 yz 一 3, 求 zx 十 y 十 = 的 值 . 


z: 十 zx 十 Xz 二 4， 


3 
12. 已 知 0 二 a 过 1;0 过 5 过 150 之 ce 过 15 求 证 abc(1 一 a7(1 一 5)(1 < 伍 ] 


13.“ 稳 形 ”*ABCD 中 ,AB =AD,BC = CD. 如 图 7.32 所 示 , 经 
AC、BD 交点 O 任 作 两 条 直线 ,分 别 交 AD 于 E, 交 BC 于 Ff, 交 AB 于 
G, 交 CD 于 有 H,GF ET 分 别 交 BD 于 I\J ,求证 :IO = 二 OJ. 


14. 如 果 z 放 0 时 ,f(z)=zx? 十 2mz 十 m? ym 人 恒 大 于 0， 


求 m 的 取 值 范围 . 

15. 当 s 和 zt 取 遍 全 体 实数 时 ,f(s,t)==(s 十 5 一 3|cost |)? 十 (s 一 图 7.32 
2 |sint | )? 的 最 小 值 是 多 少 ? 

16. 中 国 古 代数 学 著作 《算法 统 宗 》 中 有 这 样 一 个 问题 :三 百 七 十 八里 关 , 初 步 健步 不 为 
难 , 次 日 脚 痛 减 一 半 ,六 朝 才 得 到 其 关 , 要 见 次 日 行 里 数 ,请 公仔 细 算 相 还 .” 其 大 意 为 :有 一 
个 人 走 378 里 路 ,第 一 天 健步 行走 ,从 第 二 天 起 脚 痛 每 天 走 的 路 程 为 前 一 天 的 一 半 , 走 了 6 天 
后 到 达 目 的 地 . 求 该 人 最 后 一 天 走 的 路 程 . 

17.《 九 章 算术 》 中 的 “两 鼠 穿 墙 题 ” 是 我 国 数学 的 古典 名 题 :" 今 有 垣 厚 若 干 尺 , 两 鼠 对 
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穿 , 大 鼠 日 一 尺 , 小 鼠 也 日 一 尺 .大 鼠 日 自 倍 , 小 鼠 日 自 半 . 问 何 日 相逢 ,各 穿 几 何 ?” 题 意 是 : 
有 两 只 老鼠 从 墙 的 两 边 打 洞 穿 墙 ,大 老鼠 第 一 天 进 一 尺 ,以 后 每 天 加 倍 ; 小 老鼠 第 一 天 也 进 
一 尺 ,以 后 每 天 减 半 , 如 果 墙 足够 厚 ,S, 为 前 n 天 两 只 老鼠 打 洞 长 度 之 和 , 求 S;. 

18. 南北 朝 时 期 的 数学 古籍 ( 张 印 建 算 经 ) 有 如 下 一 道 题 ,“ 今 有 十 等 人 ,每 等 一 人 , 宫 赐 
金 以 等 次 差 ( 即 等 差 ) 降 之 ,上 三 人 ,得 金 四 斤 , 持 出 :下 四 人 后 和 人 得 三 斤 , 持 出 :中 间 三 人 未 到 
者 , 亦 依 等 次 更 给 , 问 : 每 等 人 比 下 一 等 人 多 得 几 斤 ?” 

19. 数学 是 一 门 艺 术 与 美妙 结合 的 学 科 , 现 在 做 一 次 探究 :观察 如 图 7.33 所 示 的 图 形 , 这 
是 通过 等 边 三 角形 绘制 的 一 幅 自 相似 图 形 . 


Wr 


若 第 1 个 图 形 中 的 阴影 部 分 的 面积 为 1. 经 过 次 变换 , 求 第 个 图 形 的 阴影 部 分 的 


面积 . 


20. 给 个 自 上 而 下 相连 的 正方 形 着 黑色 或 白色 . 当 过 4 和“! 国 

二 ,在 所 有 不 同 的 着 色 方案 中 , 黑 包 正方 形 互 不 相连 的 着 色 方案 “2 国峰 日 

如 图 7.34 所 示 .由 此 推断 , 当 二 6 时 ,黑色 正方 形 互 不 相 邻 的 着 ”图 门 同 疾 

色 方案 共有 种 , 至少 有 两 个 黑色 正方 形 相 邻 的 着 色 方 “” 国 国 

案 共 有 种 (结果 用 数值 表示 ). | 
21. 一 套 三 色 卡片 共有 32 张 , 红 、 黄 、 蓝 各 10 张 ,编号 为 a 日 

k(k 一 1,2,…,10), 另 有 大 \ 小 王 各 一 张 ,编号 均 为 0. 从 这 些 卡片 向 ”家 


中 任 取 若 干 张 , 按 如 下 规则 计算 分 值 :每 张 卡片 计 为 2* 分 , 若 它 
们 的 分 值 之 和 为 1921, 则 称 这 些 卡 片 为 一 个 “好 牌 组 ”. 

(1) 若 任 取 3 张 卡片 , 试 判 断 是 否 存 在 “好 牌 组 ”. 

(2) 若 存 在 “好 牌 组 ”, 应 至 少 取 几 张 卡片 ,并 求 卡片 取 法 数 . 


穷 则 变 , 变 则 通 , 通 则 久 . 
一 一 (周易 。 系 荐 下 传 》( 西 周 时 期 ) 


数学 的 本 质 在 于 它 的 自由 . 
一 一 [ 德 ] 康 托 尔 (1845 一 1918) 
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战国 时 期 , 魏 王 问 大 臣 们 说 “你 们 有 什么 办 法 让 我 从 座位 上 下 来 吗 ?” 庞 涓 出 谋 说 “可 
在 大 王座 位 下 边 生 起 火 来 .” 魏 王 说 :“ 不 可 取 .” 孙 爱 捡 捡 胡须 道 : “大王 坐 在 上 边 嘛 ,我 是 没 
有 办 法 让 大 王 下 来 的 .” 魏 王 问 : 那 你 怎么 办 ?” 孙 逐 说 : “如果 大 王 在 下 边 ,我 却 有 办 法 让 大 
王 坐 上 去 .” 魏 王 得 意 扬扬 地 说 :“ 那 好 ,” 就 从 座位 上 走 了 下 来 ,我 倒 要 看 看 你 有 什么 办 法 让 
我 上 去 .” 周围 的 群 臣 一 时 没有 反应 过 来 ,也 哄笑 孙 爱 无 能 .忽然 , 孙 腔 哈哈 大 笑 起 来 ,说 :“ 我 
虽然 无 法 让 大 王 坐 上 去 , 却 已 经 让 大 王 从 座位 上 下 来 了 .” 

孙 爱 与 魏 王 的 故事 充分 体现 了 和 孙 爱 的 思维 不 拘 一 格 , 善 于 变通 . 遇 到 问题 时 ,人 们 较 多 
按照 常规 去 思考 ,而 孙 爱 则 能 从 另 一 个 角度 . 另 一 个 侧面 去 思考 ,这 需要 的 是 发 散 思 维 、 变 通 
思维 .在 数学 解 题 中 , 遇 到 不 会 的 问题 ,就 需要 变通 ,需要 对 问题 中 的 条 件 或 者 结论 进行 变化 
才能 通达 . 


第 一 节 ”变通 的 思维 


变通 的 思维 不 同 于 转化 、 化 归 等 具体 的 数学 思想 方法 , 它 是 通过 对 问题 的 条 件 或 结论 进 
行 变 化 (如 扩大 、 缩 小、 等 价 替换 ,恰当 分 解 等 ) 来 解决 问题 的 ,每 一 种 变通 策略 包含 特定 的 一 
个 或 几 个 数学 思想 方法 .许多 问题 的 解决 都 不 是 一 眼 能 看 出 解法 的 ,都 需要 几经 调整 思维 方 
向 才能 获得 突破 .因此 ,变通 思维 直接 影响 着 解 题 的 进程 . 


一 、 变 通 法 解 题 的 内 酒 


“变通 ”一 词 在 现代 汉语 词典 里 这 样 解释 : 依 情况 变化 而 做 出 改变 ,从 而 解决 问题 ;不 拘 
一 格 , 遇 到 难题 .特殊 情况 作 特 殊 处 理 . 

许多 人 熟知 波 利 亚 的 怎样 解 题 表 , 却 对 他 的 解 题 思维 图 解 并 不 十 分 清楚 .在 (数学 的 发 
现 ) 一 书 中 , 波 利 亚 分 析 了 解 题 思维 的 作用 ,提出 了 面 对 数 学 问题 的 思维 路 径 , 勾 画 了 “我 们 
该 怎样 思考 ”一 图 ,如 图 8.1 所 示 . 
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分 离 这 是 一 张 正 方形 图 解 , 位 于 四 个 顶点 的 分 别 是 
“动员 ”组织 分离" 和“ 组合 ”, 四 条 边 上 分 别 租 有 “ 辩 
i 重新 字 轩 认 “ 回 忆 ”*“ 充 实 " 以 及 “重新 配置 ”, 位 于 正方 形 中 心 的 
是 “预见 ”, 这 些 都 是 这 张 图 解 的 关键 词 .这 里 的 “重新 
动员 预见 组 织 配置 ”简单 地 说 , 就 是 改变 问题 理解 与 探索 的 思维 
“结构 ”“ 穷 则 变 , 变 则 通 ”, 根 据 问题 求解 的 需要 对 问 
回忆 充实 题 的 条 件 和 结论 做 出 必要 的 变动 ,把 相关 因素 进行 合 
理 的 再 调配 、 再 组 合 , 这 种 依 情况 变化 而 做 出 解 题 改 
变 的 思维 策略 ,就 是 人 们 常 说 的 变通 . 
一 般 来 说 ,数学 解 题 中 的 变通 指 的 是 在 遇 到 问题 
且 难 以 直接 用 所 学 到 的 公式 、 定 理 去 解决 时 , 对 原 问 
题 的 一 些 要 素 进行 变化 ,来 得 到 一 个 或 多 个 相对 容易 .简单 、 易 于 分 析 解 答 的 新 间 题 .通过 对 
变化 后 的 新 闻 题 进行 观察 ,探索 、 整 理解 题 思 路 ,从 而 达到 解决 问题 的 目的 .换个 方式 说 , 变 
通 法 解 题 的 关键 就 是 对 原 问 题 的 条 件 或 结论 作 适 当 变化 以 期 获得 解决 问题 的 路 径 . 
例 8.1 设 非 负 实 数 z、y 满足 z?z 十 2zy 一 1=0, 求 zx 十 y 的 取 值 范围 . 


图 8.1 


分 析 ”该 题 直接 运用 公式 2 宇 VaB (a 宇 0,6 宇 0) 思维 上 有 一 定 的 难度 , 若 做 如 下 
变化 , 则 非常 巧妙 .可 以 替换 其 中 的 一 个 字母 , 即 因为 >o 所 以 ?二 仁 ->] ,所 以 十 


y = 去 村 i 之 1 

本 题 也 可 以 由 zz 十 2zy 一 1= 0 恒 等 变换 ,得 z? 十 2zy 十 y% 一 1 十 % 三 1, 所 以 (z 十 y): 之 
Ly 1 

在 本 例 中 , 消 元 与 转化 为 “ 勾 函 数 ”、 等 式 两 边 补 个 y* ,都 是 变通 思维 .通过 变通 策略 的 实 
施 ,使 得 原来 复杂 的 问题 变 得 容易 解决 了 . 

例 8.2 已 知 zx、y 为 实数 , 且 xx? 一 2xy 十 2y? = 二 2, 求 x 十 y 的 取 值 范围 . 

分 析 观察 所 给 等 式 的 结构 特征 ,最 容易 发 现 一 个 完全 平方 式 (x 一 y)? 十 y? 一 2. 于 是 换 
元 ,(z 一 y)* = 二 2cos*0,y? 一 2sin20. 所 以 


并 十 y 一 (zz 一 y) 十 2y 一 V2cosg 十 2V2sing 一 V10sin(g +a),a 一 arctan 王 ， 


由 三 角 函 数 的 有 界 性 得 x 十 y 的 取 值 范围 是 [一 Vi0 ,Vi0 ] . 

在 本 例 中 , 换 元 也 是 一 种 变通 思维 .通过 换 元 ,打通 了 解 题 的 阻隔 ,形成 了 解 题 的 有 效 
通道 . 
二 、 变 通 法 解 题 的 本 质 


变通 法 解 题 ,本 质 上 是 一 种 命题 的 等 价 转换 .例如 ,a 2 是 非 负 实数 , 则 a? 十 6? 二 0,Va 十 
V6 ==0, |a| 十 18|=0,a” 十 b” 二 0(m wn 为 整数 ) ,a 二 6b 二 0 等 价 ,甚至 和 a 十 bi==0(a 6b € R) 
也 是 等 价 的 . 
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“ 变 "是 解 题 策略 ,“ 通 ”是 解 题目 标 .“ 直 线 y 二 kz 十 3 过 点 A(1,2)” 时 ,可 以 转换 成 “点 
A(1,2) 在 直线 y= 二 kz 十 3 上”, 进 一 步 转换 成 “点 A(1,2) 的 坐标 x = 二 1,y = 二 2 适合 方程 y 一 
kz 十 3”, 这 三 种 说 法 也 是 等 价 的 ,组 成 一 个 等 价 命题 系统 .按照 最 后 的 说 法 ,把 zx =1,y 二 2 
代入 方程 y 一 Az 十 3 就 可 以 求 出 ,从 而 确定 直线 方程 .前 两 种 叙述 “直线 y 二 kzr 十 3 过 点 
A(1,2)” 和 “点 A(1,2) 在 直线 y= 二 kz 十 3 上 ”, 涉 及 的 对 象 没有 变化 , 仍 是 直线 y= 二 kz 十 3 和 
点 A(1,2), 只 是 叙述 的 主体 从 直线 转 为 点 了 .第 二 种 说 法 是 叙述 的 对 象 发 生 了 变化 ,这 时 ， 
“问题 系统 ”发 生 了 变化 .因为 “z 二 1,y 二 2 适合 方程 y= 二 kz 十 3” 已 经 不 是 几何 问题 了 ,而 是 
代数 问题 了 . 


直线 上 ”; “4A、B、C、D 四 人 排 成 一 行 ,要 求 A 不 能 排 在 首位 ”,A 不 能 排 在 首位 ,是 否定 说 法 ， 
换 成 正面 的 说 法 ,就 是 :或 者 B 排 在 首位 (A; 种 ) ,或 者 C 排 在 首位 (A; 种 ) ,或 者 DD 排 在 首位 
(A, 种 ) ,于 是 答案 是 3A; 种 . 

例 8.3 当 4a 为 何 值 时 ,由 不 等 式 1 二 x 三 2 可 以 得 到 zx? 一 2azx 十 a 三 0? 

分 析 ”转化 问题 的 表述 ,上 面 的 问题 即 f(x )==x ?一 2az 十 a 在 区 间 (1,2] 上 是 负 的 , 求 
a 的 取 值 范围 .再 变通 已 知 条件 , 即 (1,2] 位 于 f(x) 的 两 根 之 间 . 即 区 间 (1,2j] 的 两 个 端点 在 


f(z ) 的 两 根 之 间 . 于 是 得 f(1) 二 0,f(2) 二 0, 于 是 1 一 a 过 0,4 一 34 二 0. 从 而 a 二 节 


例 8.4 如果 三 个 实数 的 倒数 和 与 这 三 个 实数 和 的 倒数 相等 ,那么 这 三 个 实数 必 有 两 个 
互 为 相反 数 . 
分 析 能 否 解 出 这 道 题 很 大 程度 上 取决 于 把 自然 语言 表述 为 符号 语言 .分 析 题 意 ,把 已 
知 条 件 转化 为 x 、y 、z € R,zx ,y 、x 都 不 为 0. 且 
1 1 1 


| = 1 | 
人 VT Ey a 0 


其 实 该 结论 可 以 理解 为 “z 、y 互 为 相反 数 , 或 x 、x 互 为 相反 数 , 或 y、z 互 为 相反 数 ”. 还 可 以 
是 “z 十 y ==0, 或 y 十 z = 二 0; 或 z 十 x = 二 0”. 如 果 理 解 成 


(Tz 十 y)(y 十 z)(z 十 z)==0 ©@ 


解 题 就 显得 很 简单 了 . 
欲 证 @ 式 , 只 要 证 明 2zyz 十 zy?z 十 zzy 十 zz2z 十 zz 十 yz2 十 yz 一 0, 两 边 同 时 除 以 


1 后 
一 二 十》 二 = 两 边 同 乘 


击 西 大 证 卫 十 和 十 至 十 王 十 至 十 宇 十 23=0 直 本 向 革 件 二 十 二 十 二 
之 多 召 >y er er I 六 之 

以 z 十 y 十 x, 整理 即 可 证 得 . 

可 以 看 出 ,从 “三 个 实数 必 有 两 个 互 为 相反 数 ”, 联 想到 与 它 等 价 的 式 子 (z 十 y)(y 十 
z)(z 十 zx) 一 0, 正 是 解决 本 题 的 关键 所 在 .这 里 ,由 以 下 4 个 命题 组 成 等 价 命题 系统 : 

(1) 三 个 实数 必 有 两 个 互 为 相反 数 . 

(2) x 、y 互 为 相反 数 , 或 工 = 互 为 相反 数 , 或 y、z 互 为 相反 数 . 

(3) 到 十 六 二 0; 或 5 十 之 ==0; 或 十 区 二 0 

(4) (z 十 y)(y 十 z)(z 十 z)= 二 0. 
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如 果 我 们 熟悉 这 些 等 价 形式 ,并 善于 从 中 选择 合适 的 形式 ,我 们 的 解 题 速度 就 会 大 大 提高 . 
三 、 变 通 法 解 题 的 基本 原则 


数学 解 题 中 的 变通 是 对 问题 条 件 和 结论 的 等 价 变更 , 既 可 以 只 改变 其 中 一 个 ,也 可 以 同 
时 改变 ,以 达到 解决 问题 的 目的 .在 变更 的 时 候 , 不 能 随意 变更 ,要 注意 分 析 题 目 ,遵从 一 定 
的 原则 . 

1. 熟悉 化 原则 

熟悉 化 原则 是 指 我 们 在 变更 问题 的 条 件 或 者 结论 时 ,要 注意 把 不 熟悉 的 问题 转变 为 比 
较 熟 悉 的 问题 ,以 便 充 分 利用 已 有 的 知识 经 验 . 


例 8.5 已 知 a 十 6 二 ce 一 十 十 二 十 二 一 1, 求 证 :ab 中 至 少 有 一 个 等 于 1. 


分 析 题目 所 要 求 的 结论 是 生活 化 的 语言 ,并 没有 翻译 为 数学 语言 ,或 者 用 一 个 数学 表 
达 式 来 表示 ,这 就 对 我 们 分 析 题 目 造成 了 障碍 .所 以 第 一 步 我 们 就 要 把 所 求 的 结论 翻译 成 我 
们 熟悉 的 数学 表达 式 .“a .bc 中 至 少 有 一 个 为 1”, 也 就 是 说 “a 一 1 一 1.c 一 1 中 至 少 有 一 个 
为 零 ”, 这 样 ,问题 就 容易 解决 了 . 


事实 F ,二 十 于 十 二 一 1 所 以 bc 二 ac 十 ab = 二 abc. 于 是 
和 


(a—D)(b— (cm—1)=abc—(abt+actb)—1+(at+o+t+e) 1 十 1=0 


所 以 ,a 一 1.6 一 1\c 一 1 中 至 少 有 一 个 为 零 , 即 a、b、c 中 至 少 有 一 个 为 1. 

过 到 此 类 问题 ,如 果 直 接 分 析 条 件 , 忽 略 对 结论 的 分 析 , 没 有 对 陌生 的 结论 进行 适当 的 
变化 ,没有 把 结论 转变 为 我 们 熟悉 的 数学 表达 式 ,我 们 的 解 题 就 很 难 切 人 进去 . 

2. 简单 化 原则 

简单 化 原则 ,顾名思义 就 是 把 复杂 变 为 简单 , 指 在 变更 问题 的 条 件 或 者 结论 时 ,通过 把 
复杂 的 问题 变更 为 相对 比较 简单 的 问题 ,以 便 快 速 求解 原 题 . 

例 8.6 已 知 适合 不 等 式 |x? 一 4+ 十 p| 十 |z 一 3| 达 5 的 xz 的 最 大 值 为 3, 求 p 的 值 . 

分 析 ” 若 从 不 等 式 的 表象 考虑 ,直接 讨论 去 绝对 值 符 号 , 找 出 对 应 方程 的 根 ,再 对 根 进 
行 大 小 讨论 来 解决 问题 ,显然 不 简单 .如 果 对 题 设 仔细 观察 分 析 , 从 不 等 式 解 的 最 大 值 含义 
去 理解 ,问题 立刻 得 到 简化 . 

因为 适合 不 等 式 |z: 一 47 十 p| 十 |z —3| 志 5 的 z 的 最 大 值 为 3, 所 以 x 一 3 三 0, 故 
|z 一 3|=3 一 zx. 若 |z?: 一 4z 十 p| XT 十 47 一 p, 则 原 不 等 式 为 xz’: 一 3z 十 p 十 2 三 0, 其 解 
集 不 可 能 为 {x | x 过 3} 的 子 集 , 所 以 必 有 |z: 一 4z 十 旋 | 一 z 一 47z 十 力 . 

原 不 等 式 化 为 天 一 4 十 站 寺 3 一 产 和 过 的 即 无 :一 环 十 太一 汉 过 斧 

令 z: 一 5z 十 力 一 2 一 (zz 一 3)(z 一 加 ), 可 得 罗 一 2 光一 8. 

3. 和 谐 化 原则 

和 谐 化 原则 是 指 在 变更 问题 的 条 件 和 结论 时 ,注意 数学 中 和 谐 表 达 的 特点 ,把 问题 的 本 
质 特点 呈现 出 来 ,突出 问题 条 件 和 结论 之 间 的 联系 . 

例 8.7” 若 关 于 z 的 不 等 式 (2x 一 1)? 二 ax? 的 解 集中 整数 恰 有 3 个 ,求实 数 a 的 取 值 范围. 

分 析 审读 本 题 后 ,并 不 能 立即 发 现 切 入 口 .于 是 .首先 要 做 的 工作 是 把 原 不 等 式 进行 
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变化 : 

因为 原 不 等 式 等 价 于 (一 a 十 4)x’ 一 4x 十 1 二 0, 其 中 (一 a 十 4)x’ 一 4z 十 1==0 中 的 A 
44 二 0, 且 有 4 一 4 二 0, 故 0 二 au 去 14. 

至 此 , 原 题 还 没有 解 出 来 ,考虑 到 原 不 等 式 的 解 集 中 整数 恰好 有 3 个 ,于 是 再 次 在 原来 
演变 的 基础 上 向 前 推进 . 


不 等 式 的 解 为 一 一 二 xz 二 下 
2 十 Va 2 一 Va 


< 部 , 则 一 定 有 1,2,3 为 所 求 的 整数 集 . 


1 站 
Lr 
1 
2 一 V& 
4. 直观 化 原则 
直观 化 原则 是 指 在 变更 问题 的 条 件 和 结论 时 ,将 抽象 的 问题 直观 化 ,以 便 直观 地 把 握 问 
题 的 各 个 因素 之 间 的 关系 . 


2 
例 8.8 如 图 8.2 所 示 , 双 曲线 二 一 y* 二 1, 下 是 右 焦 点 ,A(3,1),P 是 该 双 有 曲线 右 支 上 任 


意 一 点 , 求 | PF | 十 | PA | 的 最 小 值 . 

分 析 本题 是 一 道 典型 的 数 形 结合 问题 .PF' 是 问题 所 考查 的 
关键 ,仿佛 * 于 无 声 处 听 惊 雷 ”, 具 有 四 两 氢 千斤 的 效果 .如 果 不 能 将 
点 了 与 双 曲 线 的 左 焦点 F' 相连 , 则 问题 就 不 容易 解决 .事实 上 ,由 
双 曲 线 的 定义 可 得 ,对 双 曲 线 上 任意 一 点 P, 有 |PF’| 一 |PF|= 
24a, 所 以 |PF|=|PF’| 一 24a, 故 |PF| 十 |PA|=|PF’|+ |PA| 
2a 之 |FAI 一 2 一 V26 一 2V3. 

上 述 变更 问题 的 一 些 常 用 原则 ,互相 渗透 、 互 相 联系 .互相 补 
充 , 它 们 是 相辅相成 的 一 个 整体 .在 解决 实际 问题 的 过 程 中 ,可 以 结 
合 起 来 使 用 ,以 达到 更 好 的 效果 . 


二 4, 解 得 a 的 范围 为 [ 委 , 操 ]. 


所 以 3 一 


第 二 节 追 本 溯源 


在 第 四 章 第 三 节 和 第 五 章 第 二 节 我 们 都 曾 提 及 许多 问题 的 编 拟 都 有 一 些 特定 的 背景 ， 
要 么 是 某 个 概念 或 数学 公式 ,要 么 是 某 个 已 经 解决 了 的 实际 问题 ,要 么 是 一 个 基本 思想 的 应 
用 等 .对 于 一 些 较 难 解决 的 问题 ,倘若 我 们 能 把 深 藏 其 中 的 这 些 概念 、 定 理 、 公 式 , 或 者 应 用 
背景 及 思考 方法 挖掘 出 来 ,无疑 对 于 破解 题 意 、 突 破 思维 瓶颈 大 有 神 益 . 


一 “回归 定 尺 


任何 一 个 数学 问题 的 编 拟 与 解决 ,数学 概念 不 可 或 缺 .一 些 特定 的 问题 中 ,概念 既是 推 
导 公式 、 定 理 的 依据 ,也 是 解 题 常 用 的 一 把 钥匙 .所 以 对 于 一 些 特定 的 数学 问题 :如 能 回 到 数 
学 概念 所 定义 的 形式 中 去 ,往往 能 获得 题 设 一 些 具有 本 质 特 征 的 属性 ,达到 合理 运算 、 准 确 
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判断 、 灵 活 解 题 的 目的 . 

有 些 问题 的 解决 ,表面 上 看 对 定义 的 依赖 性 不 强 , 但 是 如 能 透 过 题 意 ,挖掘 其 中 的 基本 
元 素 间 的 关系 ,也 能 帮助 我 们 把 握 问题 的 实质 ,厘清 变量 间 错 综 复 杂 的 关系 .因此 , 回 到 定义 
中 去 考虑 ,借助 定义 所 反映 的 数学 表达 式 进 行 调节 转化 ,是 把 问题 化 难为 易 、 化 繁 为 简 的 又 
一 个 行 之 有 效 的 解 题 策略 . 

例 8.9 若 方程 V& (zz 十 y% 十 6z 一 2y 十 10) 一 |z 一 y 十 3|=0 表 示 双 曲线 ,求实 数 
的 取 值 范围 . 

分 析 ”本题 若是 按 常 规 方法 移 项 后 两 边 平方 , 则 会 发 现 出 现 了 zy 项 ,给 求 & 造成 比较 
大 的 麻烦 .然而 ,我 们 可 以 从 观察 所 给 方程 左右 两 边 的 结构 人手 ,发现 它们 酷似 两 种 距离 :两 
点 间 的 距离 与 点 到 直线 的 距离 ,而 且 该 等 式 变形 为 


Z2 十 yz 十 6z 一 2y 十 10 J 即 ( 袜 十 3)2 十 (> 一 1)3 /i 
[x—y+3] 区 [zz 一 > 十 3j 3 
V1 十 1 V15 十 1 


由 双 册 线 的 定义 可 知 , 该 双 昌 线 的 离心 率 为 < 一 | 达 ,所 以 \/ 达 > 1, 解 得 0 二 过 2. 


在 本 例 解 题 过 程 中 ,非常 巧妙 地 把 原本 一 个 方程 问题 ,通过 等 价 变换 改编 为 到 定点 
(一 3,1) 和 到 定 直 线 工 一 > 十 3=0 上 距离 之 比 的 问题 ,再 依据 双 曲 线 这 个 已 知 条 件 ,直接 判断 出 


dE 二 1, 从 而 求 出 的 取 值 范围. 


例 8.10 车 点 A 的 坐标 为 (3,2) ,下 为 抛物 线 y? 一 27 的 焦点 ,点 P 在 抛物 线 上 移动 ,为 
使 | PA | 十 | PF | 取 最 小 值 , 求 点 P 的 坐标 . 

分 析 容易 作出 草图 如 图 8.3 所 示 , 显 然 A 在 抛物 线 开 
口 方向 内 .能 否 作出 准 线 , 能 否 想 到 抛物 线 的 定义 ,是 解决 
本 题 的 关键 . 


过 点 P 作 到 准 线 z 一方 的 和 线段 PQ, 则 显然 | PF |= 


|PQ|, 即 |PA | 十 |PF|=|PA | 十 |PQ| ,所 以 从 A 点 出 发 
到 准 线 距离 最 短 的 是 PA 与 PQ 在 同一 条 直线 上 ,于 是 有 点 


图 8.3 A 到 准 线 的 距离 为 3 十 寺 一 志 , 点 己 是 AQ 与 执 物 线 的 交 


点 ,此 时 点 已 的 坐标 为 (2,2). 

例 8.11 将 7 个 同样 的 白 球 全 部 放 入 4 个 不 同 的 盒子 内 (可 以 有 盒子 不 放 ) , 问 共 有 多 少 
种 不 同 的 放 法 . 

分 析 ”在 第 五 章 例 5.27 研究 构造 法 求解 多 元 一 次 方程 整数 解 时 曾 提 及 过 这 一 题 型 .这 
里 我 们 着 重 厘清 如 何 回归 定义 探索 解 题 思路 .本 题 题 意 清 晰 明了 ,但 求解 起 来 似乎 并 不 容易 . 
有 些 学 生 看 到 题目 ,就 考虑 分 情况 讨论 ,这 一 过 程 将 会 十 分 繁琐 .可 以 考虑 改变 原 问 题 情境 ， 
把 原 问题 “ 放 到 不 同 的 盒子 内 ”等 价 地 改编 为 “排列 组 合 中 的 插 板 ” 问 题 , 从 而 直接 利用 组 合 


| 
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的 定义 进行 解答 . 

事实 上 ,把 7 个 白 球 排 成 一 排 ,并 插入 3 个 黑 球 ,如 图 8.4 所 示 . 在 左边 的 第 一 个 黑 球 前 面 
只 有 1 个 白 球 ,表示 第 一 个 盒子 放 1 个 白 球 ;第 二 个 黑 球 与 第 一 个 黑 球 之 间 有 3 个 白 球 ,表示 
第 二 个 盒子 放 3 个 白 球 ;依次 类 推 ,第 三 和 第 四 两 个 盒子 分 别 放 2 个 和 1 个 白 球 .同样 ,图 8.5 
表示 4 个 盒子 放 和 人 的 白 球 数 依次 为 0,4,0,3. 


SS SSS Se SI 0000 S89 


图 8.4 图 8.5 


显然 , 白 球 放 入 盒子 的 方法 与 黑 球 所 在 位 置 之 间 有 一 一 对 应 关系 .而 黑 球 所 在 的 位 置 就 
相当 于 7 十 3 二 10( 个 ) 无 色 的 球 中 选 出 了 3 个 涂 上 黑色 (余下 的 7 个 涂 上 白色 ). 因 此 ,依据 组 
合 的 定义 , 黑 球 不 同位 置 的 总 数 为 Ci, ==120, 也 就 是 说 7 个 白 球 放 入 4 个 不 同 盒子 内 (可 以 有 
盒子 不 放 ) 共有 120 种 放 法 . 


二 、 追 溯 定 理 
例 8.12 ” 试 证 :不 存在 整数 a 2、c 满足 
a 二 6b?’—8c’=6. (0 


分 析 这 道 题目 乍 一 看 好 像 无 从 下 手 , 但 是 我 们 如 果 对 所 求证 的 问题 稍 加 变化 ,将 @ 
式 变形 为 a? 十 b? = 二 8c? 十 6, 则 原 题 可 变更 为 


“证 明 不 存在 整数 a 和 6, 使 它们 的 平方 和 被 8 除 余 6.” 


变更 后 的 问题 成 为 一 个 整除 问题 ,回归 到 具体 的 整除 性 质 ( 定 理 ) 中 去 , 则 有 利于 我 们 寻 
找 切 入 口 了 .我 们 可 以 通过 对 整数 的 适当 分 类 ,利用 整数 性 质 完 成 证 明 . 

事实 上 ,任何 整数 用 4 去 整除 可 以 而 且 仅 可 以 表现 成 下 列 形式 之 一 :4n ,4n 十 1,4n 十 2， 
4n 十 3(n GE Z). 其 平方 数 为 


(4n)’ 一 16722 ， 

(472 十 1) 一 1622 十 82 十 1， 

(4 十 2) 一 1622 十 162 十 4， 

(4n 十 3)? 一 1622 十 8(32 十 1) 十 1. 


由 此 可 得 ,这 四 种 形式 的 数 的 平方 ,被 8 除 的 余数 只 能 是 0,1,4. 显 然 , 这 三 个 余数 的 任意 
两 数 ( 可 以 相同 ) 之 和 都 不 可 能 等 于 6. 因此 ,a? 十 b? 关 8c 十 6(a .bc € 2Z), 即 不 存在 整数 a、 
bc 满足 a? 十 b? 一 8c? 二 6. 

例 8.13 在 人 ABC 中 证 明 : 


cos*A 十 cos*B 十 cos*C 十 2cosAcosBcosC=1. 


分 析 本题 证 法 很 多 .但 如 果 我 们 把 题 意 归 结 到 满足 一 般 三 角形 的 射影 定理 上 去 ,结合 
齐 次 方程 有 非 零 解 的 条 件 , 问 题解 决 就 变 得 非常 容易 了 . 
三 角形 的 射影 定理 : 
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0 一 acosC 十 ccosA ， 


a =bcosC 十 ccosB ， 
c 一 Qcos 了 十 bcosA. 


进一步 地 ,将 射影 定理 写成 


a 一 cosC 一 ccosB 一 0， 
一 acosC 十 0 一 ccosA 一 0， 
一 acosB 一 pcosA 十 C 一 0. 


由 此 可 知 ,a、6b、c( 非 零 的 ) 是 齐 次 线性 方程 组 
zZ 一 ycosC 一 zcosB 一 0， 
ZcosC 十 y 一 xcosA 一 0， 
一 ZcosB 一 ycosA 十 = 一 0. 
的 一 组 非 零 解 . 
根据 齐 次 线性 方程 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 其 系数 行列 式 等 于 零 . 即 


1 一 cosC 一 cosB 
一 cosC 1 —cosA |=0. 
一 cosB 一 cosA 1 


所 以 ,cos?A 十 cos? 忆 十 coszC 十 2cosAcosBcosC 一 1. 
例 8.14 设 正 七 边 形 的 边 长 为 a, 对 角 线 中 长 的 为 z , 短 的 为 y ,求证 : 
1 1 
i 
分 析 首先 化 简 求证 式 , 把 倒数 关系 变更 为 ar 十 cy 二 zy. 为 了 
厘清 楚 &a .x 、y 三 者 关系 ,依据 题 意 ,我 们 可 以 从 两 个 方面 寻找 突破 . 
一 是 利用 托 勒 密 定理 .注意 到 正七 边 形 A1A,A;A4AsAsAr 内 
接 于 圆 ( 见 图 8.6),A1A,A,A; 是 圆 内 接 四 边 形 , 于 是 可 把 原 题 变更 
为 “ 设 A1AsA4As 为 圆 内 接 四 边 形 ,A1As =AiA, ==a,AiA, = 
AiAr = 二 Xz ,AzsA = 二 AsAr1==y ,求证 :az 十 ay = 二 xy.” 这 样 ,利用 托 勒 
密 定理 容易 得 证 . 
事实 上 , 边 长 为 a 的 正七 边 形 A1A;,A;A,A;AsA; 必 内 接 于 圆 ， 
连结 A,As、AsA1、A1A4、AsA1( 见 图 8.6), 则 A1A,=Ai1As=a,A1A,==AiAs=zx AAA 
A,A: =y. 
依据 托 勒 密 定理 ,有 AiA;，AiA; 十 A1A;1 .AsAs 一 A1As: AsA;1,; 即 ax 十 ay = 二 zy. 


二 是 利用 正弦 定理 . 设 正七 边 形 的 外 接 圆 半径 为 尺 , 则 由 正弦 定理 可 知 ,a 一 2Rsin 李江 一 


2Rsin 到 yy 一 2Rsin 于 于 是 原 题 可 变更 为:* 求 证 :sin sin 到 上 sin sin = sin 一 Sin 
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具体 地 说 , 设 边 长 为 a 的 正七 边 形 的 外 接 加 半径 为 R, 则 a 2Rsin 节 ,x 一 2Rsin 人，y 


2x pi b ,4x 
2R sin 7 ,有 az 十 ay = 二 4R’sin 区 7 十 sin 本 | 8R’? sin 7 sin 7 OS 7 (2Rsin | 


棋 有 棋 眼 , 文 有 文 眼 , 题 有 题 眼 . 棋 眼 ,下 棋 的 突破 口 ,一旦 占领 棋 眼 , 即 可 取得 绝对 性 的 
优势 ; 文 眼 , 则 指 文章 中 最 能 揭示 主旨 、 升 华 意境 、 涵 盖 内 容 的 关键 性 词句 , 文 眼 往往 奠定 文 
章 的 感情 基调 ,确定 文章 的 中 心 ;而 数学 问题 中 的 “ 题 眼 ” 泛 指 试题 主要 落 点 或 解 题 的 关键 
点 .从 哲学 的 角度 来 看 ,就 是 抓 住 主要 矛盾 ,问题 便 迎 刃 而 解 .数学 解 题 和 下 棋 、 写 文章 一 样 ， 
如 果 善 于 挖 气 题 眼 ,理解 题 眼 ,破解 题 眼 , 则 会 起 到 四 两 拨 千 斤 的 作用 . 

例 8.15 已 知 贺 (z 一 1 十 (y 一 J2) 一 25, 过 点 A( 2,3y ) 的 所 有 的 弦 中 ,长 为 正 整 数 
的 弦 共 有 多 少 条 ? 

分 析 观察 发 现 点 A( 2,3V2 ) 在 圆 内 , 则 由 圆 的 性 质 可 知 , 过 A 点 有 一 条 最 长 的 纺 和 一 
条 最 短 的 弦 ,这 正 是 “ 题 眼 ”, 抓 住 这 一 线索 ,就 迅速 找到 了 解 题 的 突破 口 . 易 求 得 过 A 点 的 最 
长 纺 和 最 短 弦 的 长 度 分 别 为 10 和 8, 从 而 由 对 称 性 可 知 弦 长 为 9 的 有 两 条 ,因此 弦 长 为 正 整 
数 的 共有 4 条 . 

例 8.16 已 知 函 数 f(z)= 一 2x ?十 4t7 一 1, 又 0 二 mm 二 n, 并 且 x EE [m,nj 时 ,f(z) 的 


取 值 范围 是 | 二, 二 | ,求实 数 mx 入 的 值 . 
分 析 易 得 f(z) 二 一 2(z 一 1)? 十 1. 对 条 件 “z E [m,nj 时 ,f(z) 的 取 值 范围 是 
Ee * 的 理解 程度 ,直接 影响 本 题 的 解 题 效率 .由 函数 f(z ) 的 图 象 可 知 ,其 最 大 值 为 1， 


n m 


不 鸡 发 现 二 和 1.“m 之 1” 就是“ 题 眼 ” 


f 0m) = 于， 
事实 上 , 当 z € [m.nj] 时 ,f(zx) 单调 递减 ,从 而 得 到 
f(n)=— 


7 
1 十 V3 

遇 

有 些 数 学 题 所 给 的 条 件 往往 不 能 直接 为 解 题 服务 ,而 能 够 直接 为 解 题 服务 的 一 些 有 效 

因素 却 隐蔽 在 题目 所 列 含 的 图 形 的 几何 性 质 中 ,此 时 , 若 能 以 数 思 形 ,借助 图 形 直观 分 析 ,就 
可 以 迅速 挖掘 “ 题 眼 ”, 使 问题 获得 解决 . 
4k。2 十 1 

和 本 十 灾 填 1 


解 方程 一 2(z 一 1)? 十 1 一 二 , 即 可 求 得 m= 二 ln 一 


例 8.17 已 知 函 数 f(z) 二 , 若 对 任意 的 实数 zi .zs 、x; ,不 等 式 f(zx1) 十 
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f(zz) f(x;) 和 恒 成 立 ,求实 数 k 的 取 值 范围 . 

分 析 解决 本 题 的 关键 是 对 已 知 条 件 “ 对 任意 的 实数 zi\zs*、za, 不等式 f(x1) 十 
f(zs) 这 f(z;) 和 恒 成 立 ” 的 理解 ,也 就 是 对 不 等 式 恒 成 立 的 “ 恒 ” 字 的 理解 .生活 常识 告诉 我 
们 ,上 述 题目 条 件 等 价 于 [2 了 (zx)jsn 宇 [f(z)jmor( 若 f(x) 的 最 小 值 或 最 大 值 不 存在 , 则 取 
“ 确 界 ” 一 一 最 接近 f(x ) 取 值 区 间 的 最 小 实数 或 最 大 实数 ) ,因此 本 题 的 “ 题 眼 ”信息 就 是 求 
了 (x) 的 最 大 值 和 最 小 值 . 

事实 上 ,为 了 计算 方便 , 令 2* 十 2 二 1, 则 +t 宇 2, 所 以 原 问题 等 价 于 以 下 命题 . 


f(D) = 1+ pi 1(, 之 2)， 对 于 t 宇 2; 且 [2f (2)jws 宇 [f(t)jwmx 便 成 立 , 求 实数 
的 取 值 范 围 . 
RN 人 
者 给 二 j>=a 和 -二 < 
当 k >1 时 ,1 < GD) 苹 和 得 1<k<4 


综 上 所 述 ,实数 的 取 值 范围 为 | 一 二 ,4 


例 8.18 已 知 酉 园 C, :到 -十 史 一 1 和 国 Ci:x? 十 3 一 1, 如 图 8.7 所 孙 , 业 加 的 上 \ 下 顶点 


分 别 为 Bi、 B, 点 M 和 N 分 别 是 椭圆 C, 和 圆 C, 上 位 于 > 轴 右 侧 的 动 点 , 且 直 线 BN 的 斜率 
是 全 加 和 斜率 的 2 倍 ,证 明 : 直 线 MN 恒 过 定点 . 

分 析 我们 可 以 猜想 直线 MN 可 能 恒 过 椭圆 的 上 顶点 .事实 

上 ,如果 MN 过 椭圆 的 上 顶点 Bi ,由 椭圆 的 性 质 得 Eve。Awa 一 

竺 二 一 证 ,由 鸭 的 性 质 得 kxs 。 kxa 一 一 1 而 M NB 共 线 ， 

则 va 一 Na 一 Rwv. 设 直线 BM 的 斜率 为 &, 则 直线 BN 的 斜率 为 


鸡 , 所 以 直线 MN 的 斜率 为 一 去 .其 中 本 加 的 性 质 "un ， kw 一 


1 
一 气 ” 就 是 本 题 的 * 题 眼 " 


事实 上 , 设 直线 BM 的 斜率 为 &, 则 直线 BN 的 斜率 为 2 ,又 两 直线 都 过 点 BC0, 一 1), 则 
直线 BM 的 方程 为 y =kz 一 1, 直 线 BN 的 方程 为 y ==2kzx 一 1. 


3 一 kz 一 1， 4 242 一 dk 2k2 一 1 
和 , 即 M 5 
由 [5 2y 一 2, 解 得 zu 2R7 1 2k 3 (ss rT 
y =2kz —1,,, 4k dk? 4k 4k’—1 
由 全。 ys 一 1 解 得 = 4k7 1 4k? a 


于 是 , 求 得 直线 MN 的 斜率 为 kyw = 


242 一 1 4 
所 以 直线 MN 的 方程 为 > 一 7 于 了 Ee a) 
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整理 得 y 二 一 让 十 1, 所 以 直线 MN 恒 过 定点 (0,1). 


狂想 常常 是 解决 问题 的 钥匙 , 它 能 为 解 题 挖掘 出 最 本 质 的 条 件 ,获得 题目 的 “ 题 眼 ”, 改 
现 对 解决 该 问题 具有 启发 意义 的 隐 合 条 件 .通常 当 孤 立地 审视 已 知 条 件 已 是 “ 山 重水 复 疑 无 
路 ”时 ,将 几 个 已 知 条 件 联系 起 来 审视 ,就 可 以 出 现 “ 柳 暗 花 明 又 一 村 ”的 新 境界 .本 题 中 , 正 
是 利用 条 件 中 伸 率 之 间 的 关系 ,追溯 到 * 题 眼 "ka 。 km 一 一 所 

高 中 数学 中 常见 .常用 的 “ 题 眼 ”如 下 . 

(1) 函数 或 方程 或 不 等 式 的 题目 , 遇 有 困难 要 思考 建立 三 者 的 联系 . 

(2) 方程 或 不 等 式 问题 中 出 现 超越 式 ,优先 选用 数 形 结合 的 思想 方法 ， 

(3) 含 参 初等 函数 注意 研究 不 变性 (不 受 参数 影响 的 性 质 )， 

(4) 求 参数 的 取 值 范围 ,应 该 建立 关于 参数 的 等 式 或 是 不 等 式 . 

(5) 恒 成 立 问题 或 是 它 的 反面 ,可 以 转化 为 最 值 问题 

(6) 团 锥 曲线 的 题目 优先 选择 它们 的 定义 完成 .直线 与 回 锥 曲线 相交 问题 , 若 与 弦 的 中 
点 有 关 , 选 择 设 而 不 求 点 差 法 ;与 弦 的 中 点 无 关 , 选 择 书 达 定理 公式 法 . 

(7) 求 曲 线 方程 的 题目 ,如 果 知道 曲线 的 形状 , 则 可 选择 待定 系数 法 ;如 果 不 知道 曲线 的 
形状 , 则 所 用 的 步骤 为 建 系 . 设 点 、 列 式 、 化 简 . 

(8) 三 角 函 数 求 周期 .单调 区 间或 是 最 值 , 优 先 考虑 化 为 一 次 同 角 弦 函数 ,然后 使 用 辅助 
角 公 式 解答 .解答 三 角形 的 题目 ,重视 内 角 和 定理 的 使 用 

(9) 立体 几何 第 一 问 如 果 是 为 建 系 服务 的 , 则 尽量 用 传统 做 法 完成 ;如果 不 是 ,可 以 从 第 
一 问 开始 就 建 系 完成 ;与 球 有 关 的 题目 可 以 考虑 连结 “心心 距 ” 创造 直角 三 角形 解 题 

(10) 有 关 概率 的 解答 题 ,应 该 先 设 事件 ,然后 写 出 使 用 公式 的 理由 ,当然 要 注意 步 又 的 
多 少 决定 解答 的 详 略 ;如 果 有 分 布 列 , 则 概率 和 为 1 是 检验 正确 与 否 的 重要 途径 . 

C11) 遇 到 复杂 的 式 子 可 以 用 换 元 法 .使 用 换 元 法 必须 注意 新 元 的 取 值 范围 ,有 勾 股 定理 
型 的 已 知 条 件 ,可 使 用 三 角 换 元 来 完成 

012) 关于 中 心 对 称 问 题 , 只 需 使 用 中 点 坐标 公式 即 可 ;关于 轴 对 称 问题 ,注意 两 个 等 式 
的 运用 ;一 是 重 直 ,一 是 中 点 在 对 称 轴 上 . 


第 三 节 变换 主 元 


绝 大 多 数 数学 问题 中 的 变量 都 不 唯一 ,通常 情况 下 ,会 有 一 些 变 量 处 于 题 柱 角 色 , 它 们 
是 解决 矛盾 的 主要 方面 , 称 为 主 元 ;其 他 的 元 素 则 处 于 问题 解决 的 次 要 和 服从 地 位 , 称 为 次 
元 .在 一 些 问 题 所 给 条 件 或 结论 中 ,往往 掩盖 主 元 与 次 元 之 间 的 关系 ,把 相关 变量 搅 在 一 起 ， 
增加 解 题 难度 .因此 ,在 解 题 中 如 果 能 迅速 准确 地 确定 并 突出 主要 元 素 , 则 可 使 解 题目 标 指 
向 更 清晰 ,更 有 利于 抓 住 问题 的 要 害 ,将 复杂 问题 简单 化 . 


一 、 在 若干 变 元 中 挑选 主 元 
在 众多 变 元 中 ,选择 其 中 一 个 变 元 为 主 元 , 视 其 他 变 元 为 辅助 参量 ,突出 主要 矛盾 ,淡化 
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次 要 矛盾 ,促成 问题 转化 . 
例 8.19 已 知 z、 yzER 且 工 十 y> 十 = 一 并 2 十 y2 十 z2 一 写 求 证 :0 之 zwy sz < 到 
分 析 已 知 条 件 中 有 3 个 变量 , 却 只 有 两 个 等 式 , 证 明 似乎 无 从 下 手 .考虑 到 本 题 是 一 个 多 
变量 问题 ,可 先 减少 变量 的 个 数 ,将 = = r 一 (z 十 y) 代入 z 十 十 于 一 下 ,可 得 wy 
(x—z—y)’= 下 ,选择 变量 工 为 主 元 , 视 y 为 参数 , 则 上 式 可 化 为 关于 xz 的 二 次 三 项 式 , 即 


2 
2z 一 2(r 一 ?)z 十 292 一 2ry 十 二 一 0 OO 


在 上 述 方程 D 中 ,因为 A 三 0, 即 


A=4(x—y)’ s(2y: 2ry 十 到] 8ry 一 12y: 之 0 


所 以 [等 一 y] 之 0,0 之 y < 等, 同 再 可 得 0<x < 符 ,0<<< 罕 
4 
所 以 0 和 zy 入 可 . 


二 、 多 个 变 元 轮流 担当 主 元 

在 处 理 多 个 变 元 问题 时 ,可 在 不 同 的 解 题 阶段 确立 不 同 的 主 元 , 视 其 他 变 元 为 参数 ,从 
而 突破 参数 之 间 的 互相 制约 ,化 多 元 问题 为 一 元 问题 . 

例 8.20 ”对 任意 zy € Ryar 十 by 十 必 十 d = 二 rlr 为 常数 ) 恒 成 立 的 充 要 条 件 是 
什么 ? 

分 析 昂 知 当 z € R 时 ,Ax 十 b= 二 0 成 立 的 充 要 条 件 是 A = 二 0 且 B=0, 由 此 可 用 主 元 法 
采取 轮流 做 主 、 各 个 击破 的 策略 求解 .不 妨 先 以 x 为 主 元 ,整理 得 


ar 十 (by 十 cz 十 @& 一 r) 一 0 [0 
当 z € R 时 @ 恒 成 立 的 充 要 条 件 是 a = 二 0, 且 
by++cr+d—r=0 @ 


再 以 y 为 主 元 ,整理 @ 得 by 十 (cz 十 d 一 r) 王 0(y € R), 同 理 可 得 6 二 0 且 
cz 十 双 一 ”一 0 加 

又 以 = 为 主 元 整理 @ 得 cz 十 (d 一 ~) 一 0(r 为 常数 )， 

同样 可 得 c= 二 0 且 d 一 r= 二 0. 

综 上 所 述 ,可 得 cz 十 by 十 cz 十 d 二 r(r 为 常数 ) 对 任意 x、y、z € R 恒 成 立 的 充 要 条 件 
是 w=b=c=0 且 d =7; 
三 、 反 客 为 主 调换 主 辅 元 位 置 

在 处 理 含有 参数 与 主 变量 的 有 关 问 题 时 ,突破 思维 定式 ,选取 辅助 参 变量 为 主 元 ,而 视 
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原来 的 “ 主 元 ”为 参量 , 反 客 为 主 , 化 难为 易 , 化 繁 为 简 . 

例 8.21 设 方程 x? 十 az 十 6 一 2 二 0(a ,bE R) 在 (一 ,一 2] U[L2, 十 ce) 上 有 实 根 , 求 
a’ 十 b? 的 取 值 范围 . 

分 析 ”本题 若 直接 由 条 件 出 发 ,利用 实 根 分 布 条 件 求 出 a ,6 满足 的 条 件 , 即 在 aOb 坐标 
平面 内 表示 的 区 域 ,再 视 a? 十 5? 的 区 域内 点 与 诛 点 距离 的 平方 ,以 此 数 形 结合 的 方法 ,也 可 
获 解 ,但 过 程 很 繁琐 ,故我 们 反 客 为 主 , 视 方程 x ?十 az 十 5 一 2 二 0(a ,bE€ R) 为 aOb 坐标 平 


面 上 的 一 条 直线 :za 十 6 十 x? 一 2=0,P(a,b) 为 直线 上 的 点 , 则 a? 十 56? 即 为 | PO|?. 设 d 为 
点 O 到 直线 7 的 距离 ,由 几何 条 件 可 知 : 


Sy 
x’: 二 1 
因为 xz € (一 ,一 2] U [2, 十 0), 令 t =x? 十 1, 所 以 t € [5, 十 ce). 
且 易 知 函数 1 十 卫 在 [5, 十 oo) 上 为 增 丙 数 ,所 以 ， 


和 2 2)2 
Irol:>4=-( 皮 | = 


6. 
zz 十 1 z2? 十 1 


9 9 8 


4 
PO|: 宇 (z+1) 6 6 之 ; 
86 Ce 让 和 > 
a |PO|=4a 
等 号 成 立 的 条 件 是 | | 1 5' 即 一 十 2 
工 一 2 2a 十 2 十 2 一 0， oa 一 一 卫 ， 
a 时 ， 
到 ， 5 一 全 ， 2 
2 人 
二 竺 
工 一 一 2 5 ” 
时 ， 
po) 2 
5 
i 4 2 4 2 4 
所 以 当 xz=2,a 5 ,0 5 或 工 25a 5 ,0 5 时 , (a? 二 6b?) win 5 


同样 是 数 形 结合 ,但 显然 变换 主 元 后 的 数 形 结合 更 简洁 ,所 以 在 一 个 含有 多 个 变量 的 问 
题 中 ,“ 主 "和 “ 客 "是 相对 而 言 的 ,“ 客 随 主 便 " 理 所 当然 ,但 “ 喧 宾 夺 主 ”也 未 尝 不 可 . 


第 四 节 有 效 增 设 


增设 性 的 构 作 是 解 题 中 的 一 种 创造 性 劳动 .最 常见 的 有 平面 几何 .立体 几何 中 的 辅助 线 
的 添 作 和 数 式 问题 中 辅助 参数 的 设立 等 .但 不 限于 此 ,许多 有 效 的 增设 性 构 作 给 问题 的 求解 
带 来 柳暗花明 和 变 繁 为 易 的 生机 . 


一 、 增 设 参 数 , 铺 设 解 题 通道 
有 些 问 题 , 初 看 上 去 似乎 缺少 条 件 ,一 时 难以 入 手 ,或 是 已 知 条 件 较 多 ,无 从 下 手 , 这 时 ， 
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我 们 可 以 增加 一 些 辅 助 参数 ,来 拓宽 思路 寻求 解 题 良策 .辅助 参数 从 更 广泛 的 意义 上 说 , 包 
括 增设 的 未 知 数 , 也 包括 一 些 辅助 图 形 .所 谓 的 “ 设 而 不 求 ”未 知 数 ,就 是 一 种 特别 的 辅助 参 
数 . 所 有 这 些 辅 助 参数 的 加 入 ,为 解 题 增添 了 活力 ,使 得 问题 中 各 变量 之 间 的 关系 ,特别 是 未 
知 量 与 已 知 量 之 间 的 关系 进一步 明朗 化 ,为 最 终 实 现 问 题 的 解决 莫 定 基础 . 

例 8.22 求 方程 zx? 一 y’ = 二 xy 十 61 的 自然 数 解 x、y- 

分 析 ”由 方程 结构 知 ,x 之 y, 又 由 zs 一 % 一 (zz 一 y)zy 十 (zz 一 y)(Cz2 十 y2) 知 ,zz 不 能 
比 y 大 太 多 ,考虑 用 线性 代 换 x ==y 十 d 降低 方程 次 数 . 代 入 原 方程 并 整理 得 (3d 一 1)y? 十 
(3d2: 一 d)y 十 di 一 61. 

由 并 之 > 得 d 三 1, 从 而 3d 一 1 二 0. 又 因为 > 二 0, 所 以 ,ds 二 61,d 委 3. 因 此 ,qd 只 有 三 
种 可 能 的 取 值 , 即 4d =1,2,3. 

不 难 验 证 ,只 有 当 d =1 时 ,y 才 有 自然 数 解 ,此 时 >=5,z ==y 十 d ==6. 因 此 , 原 方程 的 自 
然 数 解 为 x = 二 6,y 一 5. 


例 8.23 设 x、y 均 不 为 零 , 且 xsin8 一 ycosg 一 Vz 十 i ep a . 求 


b? 元 5 十 更 


分 析 本题 实质 上 就 是 要 从 已 知 条 件 中 消去 参数 0. 这 类 命题 变化 较 大 , 解 题 方 法 具有 
较 大 的 灵活 性 .如 果 用 平方 消去 法 和 比较 消去 法 推 证 , 解 题 过 程 较为 曲折 .注意 到 已 知 条 件 中 


的 前 一 个 等 式 在 结构 上 的 特征 ,引入 辅助 角 p 一 arctan 二 , 则 容易 把 条 件 和 结论 联系 起 来 . 


事实 上 ,由 已 知 条 件 易 得 一 二 sing 时 cosb 一 1. 
ey 


2 十 多 


令 9 arctan = > , 则 sin(0 9) 王 1. 所 以 ,0 = 二 gp 二 3 H+H2kn(k € 2). 


于 是 ,sin20 一 sin? te 


cos20 = cos’ (e + 


2 2 
所 以 ,三 十 并 ==1 


例 8.24 已 知 z、y >0, 求 一 一 


分 析 te ie 再 利用 基本 不 等 式 求 最 
值 即 可 . 设 4z 十 yt 之 0,z 十 y 二 s 之 0, 得 + 一 全 ,y 一 站 “. 于 是 
i 
Tor 
当 且 仅 当 竺 二 世 , 即 y 一 2x 时 等 号 成 立 ， 
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这 类 问题 的 求解 策略 很 多 ,如 变 为 齐 次 式 , 通 分 后 利用 基本 不 等 式 ,等 等 .但 是 从 上 面 的 
解答 可 以 看 出 ,进行 双 换 元 后 化 简 , 变 为 关于 st 的 式 子 , 再 利用 基本 不 等 式 求解 ,显得 顺 理 
成 昔 , 减 少 了 运算 量 . 


二 、 增 设 条 件 ,扩充 解 题 资 源 


许多 有 待 证 明 的 问题 都 可 利用 增设 的 条 件 ,扩充 可 供 利用 的 资源 和 解 题 的 视野 ,使 求证 
显得 更 为 轻松 方便 . 

例 8.25 已 知 壹 十 y 十 zz 一 0, 求证 :6(z3 十 y% 十 z3)2 委 (z2 十 y2 十 z2)3。 

分 析 由 已 知 得 z == 一 (z 十 y), 因 此 x 十 yy 十 xz? = 二 zx? 十 y? 一 (xz 十 y)’， 一 3zyz， 
6(zs 十 ys 十 z3)2 一 54z2y2z2. 但 要 证 54z2y2z2 雪 (rz2 十 y2 十 <2)3 仍 不 易 , 注 意 到 z yz 的 
全 对 称 及 x 十 y 十 z =0, 为 不 失 一 般 性 可 增设 x 宇 0,y 三 0 再 证 之 . 

在 我 们 增设 了 “x 三 0,y 三 0” 并 没有 改变 题 意 ,相反 能 够 帮助 我 们 更 好 地 分 析 题 意 , 赢 
得 证 明 的 空间 . 

事实 上 , 当 xz 宇 0,y 二 0 时 ,有 |zxy|= 一 xy， 


|zy| 
547r2y?x2 一 216 。 || em 


2 


8 ( |zy|+ 2] (21zy| 2z*) [z: 十 2|zy | 十 (一 工 一 y)2]3 
二 (xz? 十 y? 十 z2)3. 命 题 获 证 . 

例 8.26 已 知 p,p 十 10,p 十 14 都 是 质数 , 求 出 所 有 的 p 值 . 

分 析 本 例 曾 在 例 1.4 中 讨论 过 ,在 这 里 我 们 探讨 条 件 的 增设 ,以 帮助 解 题 .为 便于 叙 
述 ,将 p 按 被 3 除 所 得 余数 来 分 类 ,于 是 对 各 类 情况 的 讨论 .求解 便 充 实 了 限定 的 条 件 . 

车 p= 二 3n(n E Ni), 因 zp 为 质数 , 唯 n= 二 1, 这 时 pp 十 10= 二 13,p 十 14 = 二 17 都 是 质数 ， 
即 p 二 3 为 所 求 ; 

车 p= 二 3n 十 1(m € Ni), 则 pp 十 14 = 二 3(n 十 5) 为 合 数 ; 

车 p= 二 3n 十 2(n € Ni), 则 pp 十 10= 二 3(n 十 4) 为 合 数 . 

故 符合 题 设 的 质数 p 唯 有 3. 

我 们 知道 ,用 分 析 法 证 代数 或 几何 题 在 找到 思路 后 ,其 推理 顺序 需 逆 向 写 一 遍 .但 若 增 
设 与 原 结论 相反 的 对 立 面 的 结论 , 则 不 但 增加 了 已 知 条 件 , 而 且 经 改换 成 反 证 法 ,把 原先 倒 
置 的 逻辑 顺序 也 调整 好 了 .这 就 是 说 ,一 般 能 用 分 析 法 求证 的 不 等 式 之 类 的 问题 (前 提 是 对 
立 面 的 结论 较 简单 ) ,都 可 以 通过 增设 相反 的 结论 , 转 而 用 反 证 法 证 之 . 

例 8.27 已 知 x1、xz 均 为 正 数 .求证 : 


1 十 zl 十 V1I 十 zz >+ (3) 
< 2 


分 析 ”假设 结论 不 真 , 即 


让 | mn 寺 二 区 让 
< 厅 世 ET 


2 
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因 不 等 号 两 端 均 为 正 数 ,两边 平方 ,展开 得 
VG 十 z1 (1 十 z2) 去 I 十 zzay 


再 平方 ,展开 得 
zi 十 zz 一 2zizz， 
(zi C— 2 
但 因 xz1、zx: 为 正 数 , 上 式 不 可 能 成 立 , 因 此 原 不 等 式 获 证 . 
三 、 增 设 结 论 , 降 低 解 题 难度 


通常 情况 下 ,增设 结论 会 提高 解 题 的 难度 ,但 正如 “以 届 求 伸 ” 和 “以 退 为 进 ” 的 道理 一 
样 ,有 时 恰当 地 增设 结论 反而 会 创造 解 题 的 转机 . 


例 8.28” 设 0 二 a 过 1 定义 a 二 1 十 avaun = 二 +a( 当 n 三 1 时 ) ,证 明 对 一 切 非 零 自 


然 数 n, 有 a, 二 1. 
分 析 命题 带 有 自然 数 特 征 , 启 发 我 们 用 数学 归纳 法 证 之 .其 中 第 二 步 从 设 a4 二 1 到 证 


1_ ,但 这 是 条 件 或 结论 所 没有 的 . 故 增设 结论 ,* 证 明 对 一 切 


一声 


CH = 二 +a 二 1, 须 证 a 二 
大 


自然 数 ,有 1 < as 三 二.” 
1 一 a? 1 


下 一 可 一 & 


证 明 当 n=1 时 ,显然 有 ai= 二 1 十 a >1, 及 ai 一 
所 以 , 当 n==1 时 ,命题 成 立 . 
假设 n= 二 时 ,有 1 二 ah 二 和 一: 则 当 n=k 十 1 时 , 据 递 推 关系 ,有 


QH 二 a 之 上 aa 一 1 一 4 十 & 一 1， 
a 1 


1 = 
atH 一 一 十 4 二 1 十 a 三 本 
CE | = 


即 知 n= 二 =k 十 1 时 ,命题 也 成 立 . 
所 以 ,对 一 切 非 零 自然 数 ,都 有 1 过 a, 一 一 ,当然 更 有 ao。 > 1 


、 增 设 阶 梯 ,减缓 解 题 坡度 


对 有 一 定 难度 的 数学 题 , 有 时 可 增设 阶梯 , 即 插入 中 间 过 渡 的 系列 小 题 来 简化 求解 
过 程 . 
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例 8.29 已 知 数列 {a,)}、{5,)} 满 足 al = 二 a,b1 = 二 Bl(a 二 0,8 二 0),a 十 8B 王 1, 且 aa 一 


用 
2 0 一 和 -0 了 Oo 求 和 S。 一 a30s 二 a8bs 二 ab4 十 十 atbon. 
Ln 有 一 站 二 
分 析 ”要求 S, , 须 先知 {a,)、{5,} 的 通 项 ,为 此 宜 先 加 一 求 通 项 的 阶梯 小 题 . 
2 
注意 到 bn, Gabiaa | ba 再 ba , 即 bn» bn 1 
Qn aniba1 | an Ql 


四 人 | 是 首 项 为 ,公差 为 1 的 等 差 数列 ,所 以 ， 
Qn 
若 能 再 找到 一 个 a, 与 5, 的 关系 式 ,就 可 和 四 联 立 , 求 出 两 通 项 ,这 是 进一步 设立 阶梯 小 

题 的 目标 .观察 ai 十 b1 ==a 十 B= 二 1， 
ab! , ap 十 好 2a8 十 6 8(2c 十 B) BCU+a) 


i 1) Le 1) Le 2). O 
a a a 


a 1 一 cs 王充 a 
可 猜想 

au 二 b, 一 1. 四 
并 用 数学 归纳 法 加 以 验证 .增设 了 上 述 两 个 层次 的 阶梯 小 题 ,我 们 已 逐渐 接近 求解 的 目 


标 了 . 

如 果 用 化 归 的 观点 来 看 待 求解 问题 的 变形 和 转化 ,常常 会 获得 比 原先 更 简单 的 命题 ,而 
它 的 解决 又 成 了 解决 原先 问题 的 关键 .因此 视 该 简单 题 为 增设 的 阶梯 小 题 ,先行 解决 , 则 原 
题 的 解决 也 显得 思路 清晰 、 简 单 易 行 了 . 


第 五 节 正 难 则 反 


数学 问题 的 解决 ,有 许多 可 以 从 条 件 出 发 ,进行 正面 \ 顺 向 的 思考 而 获得 结论 , 即 用 综合 
法 解决 问题 .这 种 思考 在 思维 方向 上 具有 定向 性 、 聚 合 性 ,强化 这 种 思维 定式 ,在 数学 解 题 中 
有 着 决定 性 的 作用 .然而 ,综合 法 由 题 设 条 件 出 发 可 用 的 定理 很 多 ,推出 的 结论 往往 也 很 多 ， 
要 从 众多 的 结论 中 找到 我 们 需要 的 结论 ,有 时 是 很 困难 的 .千古 传诵 的 * 草 船 借 箭 ”与 “司马 
光 砸 氏 ” 的 历史 故事 都 充分 说 明了 逆向 思维 的 巨大 威力 , 正 难 则 反 易 , 数 学 问题 的 解决 也 是 
这 样 ,“ 第 五 公设 ”的 试 证 与 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 的 诞生 就 是 最 辉煌 也 是 最 悲壮 的 例证 . 

正 难 则 反 原 则 是 解 题 学 中 一 个 重要 的 思维 方式 ,本 质 上 来 说 ,就 是 当 从 问题 的 正面 思考 
遇 到 阻力 难以 下 手 时 ,可 以 通过 逆向 思维 ,从 问题 的 结论 出 发 ,从 问题 的 反面 出 发 ,逆向 地 应 
用 有 关 知 识 达到 解决 问题 的 目的 . 


一 、 逆 推 分 析 法 


逆 推 分 析 法 是 解 题 学 中 求解 证 明 问题 的 重要 思想 方法 , 它 是 从 问题 的 结论 入 手 进行 推 
理 尝 试 . 当 一 个 数学 问题 设 定 的 条 件 和 结论 之 间 的 联系 不 是 十 分 明显 时 ,如 果 我 们 直接 根据 
给 定 的 条 件 不 能 找到 解 题 方 法 ,可 以 尝试 使 用 道 推 分 析 法 . 它 的 思路 是 不 断 地 探究 要 证 结论 
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成 立 的 充分 条 件 或 者 充 要 条 件 ,直到 探求 出 一 个 可 以 直接 证 明 的 条 件 为 止 . 

例 8.30 ” 某 圆 形 池塘 中 央 , 有 一 块 浮 萍 , 若 这 块 浮 萍 的 面积 以 每 天 增加 一 倍 的 速度 向 外 
蔓延 , 且 10 天 刚好 长 满 池 塘 . 问 第 几 天 长 满 池 塘 的 一 半 . 

分 析 这 道 题 , 若 用 常规 方法 ,从 已 知 出 发 求 结 果 ,较为 复杂 .但 若 从 结果 考虑 ,10 天 刚 
好 长 满 池塘 ,那么 前 一 天 长 满 池塘 的 多 少 呢 ? 结果 自然 就 清楚 了 :第 9 天 刚好 长 满 池塘 的 
一 半 : 

= 


例 8.31 证 明 :如 果 |z | 三 1,1y| 二 1, 则 | 卫 字 


分 析 要 从 条 件 推导 出 相应 结论 ,很 难 找到 问题 的 切入 点 ,不妨 从 结论 出 发 ,等 价 变形 ， 
道 推 到 便于 对 比 已 知 条 件 得 出 结论 的 形式 . 


2 
事实 上 ， 


和 <1e 人 ( 塘 志 ) <1 
1 一 27 l—zy 


SG(r—y)<(1—zry) 有 ryl 

Sl—z—y+zy >0 有 zyK1 

S(I—TM(1I—y)>08xry1l 
由 题 设 , |z | 二 1,|y | 二 1, 上 式 成 立 ,从 而 原 不 等 式 得 证 . 


> a , b C 
例 8.32 设 abcE R, 证 明 .了 二 ee <l. 
分 析 这 是 一 个 与 分 式 有 关 的 不 等 式 , 直 接 将 分 式 左边 变 形 进行 证 明 , 较 为 复杂 ,不 妨 


对 分 式 进 行 等 价 变形 , 找 出 不 等 式 成 立 的 条 件 . 
要 使 得 原 不 等 式 成 立 ,只 需 有 
b | C 二 1 十 ab _ 
l+8+be leton l+atab 


只 需 证 明 
0 十 c 十 20c 十 abc 十 pc2 1 十 ab 

Es 

CLE 1 十 a 十 ap 


通过 去 分 母 变形 可 得 ,只 需 证 明 
(十 c 十 2 十 apc 十 pc2)(1 二 ea 十 ap) 委 (1 十 2 十 pc)(1 十 c 十 ca)(1 十 ab)， 


去 括号 化 简 , 只 需 证 明 2apc 过 1 十 a?b?c?. 即 证 (abe 一 1)2 过 0. 

此 式 恒 成 立 , 所 以 原 不 等 式 得 证 . 

例 8.33 求证 :对 xz、y € R, 总 有 Zz? 十 zy 十 y* 宇 3(z 十 y 一 1). 

分 析 ”要 证 明 的 不 等 式 直 接 从 右边 部 分 变形 很 难 找到 与 左边 部 分 的 关系 ,但 可 对 上 述 
不 等 式 进行 等 价 分析 来 解决 : 

z+zyt+y: 宇 3(zTy— DOr+(y—3zr+i+y—3y+320. 

上 式 可 以 看 成 是 一 个 关于 z 的 一 元 二 次 函数 .对 于 任意 的 实数 zx ,函数 值 总 是 大 于 等 于 
0. 可 以 通过 判别 式 来 解决 ， 

上 式 成 立 祝 A 一 (y 一 3)? 一 4(y’ 一 3y 十 3) 3y2? 十 6y 一 3 (yy — DD* < 0 
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显然 ,上 式 恒 成 立 , 所 以 恒 有 xz? 十 xy 十 y? 宇 3(z 十 y 一 1). 
二 、 反 证 法 
牛顿 曾经 说 过 “ 反 证 法 是 数学 家 最 重要 的 武器 之 一 ”, 这 句 话 充分 肯定 了 反 证 法 在 数学 
中 的 重要 性 . 

反 证 法 与 其 他 证 明 方 法 有 较 大 的 区 别 , 首 先 就 体现 在 它 的 逻辑 依据 上 . 反 证 法 的 逻辑 依 
据 就 是 :一 个 命题 的 结论 与 它 结 论 的 反面 有 且 只 有 一 个 是 成 立 的 ,或 者 说 原 命 题 与 命题 的 否 
定之 间 有 且 只 有 一 个 是 真 的 ,所 以 有 些 时 候 我 们 不 能 直接 证 明 一 个 命题 的 真 假 , 可 以 假设 它 
结论 的 反面 是 成 立 的 ,并 且 以 此 为 一 个 新 的 条 件 , 结 合 其 他 已 知 条 件 , 通 过 正确 的 逻辑 推理 ， 
得 出 与 公理 、 客 观 事实 或 已 知 条件 相 矛盾 的 结论 ,如 此 就 可 以 说 明 假 设 是 不 成 立 的 , 则 原 命 
题 的 结论 一 定 是 成 立 的 . 

根据 命题 结论 反面 的 不 同情 形 , 反 证 法 大 致 可 以 分 为 两 种 类 型 : 归 廖 法 和 穷 举 法 . 当 结 
论 的 反面 只 有 一 种 情形 时 ,我 们 只 需 否 定 这 一 种 情形 就 能 证 明 原 命 题 , 这 种 反 证 法 称 为 归 雇 
法 ; 当 结论 的 反面 有 多 种 情形 时 ,我们 必须 将 每 一 种 情形 都 否定 才能 证 明 原 命题 ,这 种 反 证 
法 称 为 穷 举 法 . 

反 证 法 的 基本 步骤 ,主要 分 为 以 下 三 步 . 

第 一 步 :假设 原 命题 是 假 命题 , 即 假设 命题 结论 的 反面 成 立 . 表 8.1 列 出 的 是 几 种 常见 的 
命题 反 设 方法 . 


表 8.1 几 种 常见 的 命题 反 设 方法 


原 结 论 反 设 原 结 论 反 设 
至 少 有 一 个 -个 也 没有 至 多 有 一 个 最 少 有 两 个 
至 少 有 个 最 多 有 nn 一 1 最 多 有 个 至 少 有 2 十 1 
Pp 或 g 非 p 县 非 g pHga 非 p 或 非 g 
对 任意 的 p 不成立 存在 某 个 p 成 立 对 所 有 的 p 都 成 立 存在 某 个 p 不 成 立 


第 二 步 : 以 假设 的 结论 为 条 件 进 行 推理 ,得 出 矛盾 .这 里 的 矛盾 可 以 多 种 多 样 , 既 可 以 与 
题目 的 条 件 矛 盾 ,也 可 以 与 公理 相 矛 盾 ,还 可 以 与 客观 事实 相 矛 盾 . 得 出 矛盾 的 推理 过 程 是 
反 证 法 的 核心 部 分 . 

第 三 步 :得 出 结论 .对 于 “车 p 则 g” 型 的 问题 ,理论 上 都 是 可 以 用 反 证 法 来 解决 的 ,但 根 
据 具体 问题 , 难 易 程度 会 不 一 样 ,并 不 是 所 有 的 题 都 适合 反 证 法 ,要 根据 题 型 的 特点 采用 合 
适 的 方法 

例 8.34 ”证 明 : 在 平面 中 通过 点 (V3,2) 的 所 有 直线 中 ,至 少 通过 两 个 有 理 点 的 直线 有 
且 只 有 一 条 (有 理 点 指 的 是 横 坐 标 和 纵 坐 标 都 是 有 理 数 的 点 ,如 (2,3)). 

分 析 ”此 题 若 直接 证 明 存 在 性 很 容易 说 清楚 ,但 是 唯一 性 的 证 明 却 很 困难 .唯一 性 的 证 
明 常 用 的 方法 有 反 证 法 和 同一 法 . 

用 反 证 法 说 明 : 很 显然 直线 y 王 2 符合 题 意 ,假设 存在 另外 一 条 直线 y 一 Az 十 6 (显然 & 存 
在 且 k 关 0) 经 过 有 理 点 A(zi'yi) 、B(zs,yz). 因 为 直线 经 过 点 (V3 ,2) ,所 以 有 4 一 2 一 
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VSA ,于 是 有 yi 一 Ar 一 54 十 2,ye 一 kx 一 J3k 十 2. 两 式 相 碱 ,可 得 一 了 一 2， 又 zi、yi、 
i 2 


Zz ,yz 均 为 有 理 数 ,由 此 可 知 也 为 有 理 数 . 


wi 中 多 一 


又 由 yi 一 kz1 一 V3k 十 2, 可 得 /3 一 一 一 一 一 是 有 理 数 ,矛盾 ,所 以 符合 题 意 的 直线 


只 有 一 条 y =2. 

这 道 题 的 唯一 性 还 可 以 用 同一 法 说 明 :假设 除 直 线 y =2 之 外 还 存在 一 条 满足 题 意 的 直 
线 y= 二 kz 十 6 ,并且 经 过 有 理 点 A(z1,y1)、B(zs,y:), 有 6 二 2 一 V3k ,直线 可 化 为 :y kz 一 
V3k 十 2 一 k(x 一 3) 十 2. 因 为 直线 经 过 有 理 点 A (zx1,y1) 和 B (xs,ys) ,所 以 一 了 一 >， 

wl 2 

为 有 理 数 .又 yi 二 k (zi 一 V3 ) 十 2,y2s 二 k(xs 一 V3 ) 十 2 且 z1、y1、zxs、ys 均 为 有 理 数 , 所 以 
k= 二 0, 直 线 为 y = 二 2, 即 只 存在 唯一 一 条 符合 题 意 的 直线 . 

同一 法 也 体现 了 正 难 则 反思 想 , 它 主 要 用 于 包含 唯一 性 的 命题 的 证 明 . 它 跟 反 证 法 的 好 
辑 有 一 点 差别 , 它 是 假设 结论 不 唯一 , 即 存 在 另外 一 个 结论 也 满足 题 意 ,再 通过 逻辑 证 明 这 
两 个 结论 是 同一 个 ,这 样 也 从 反面 说 明了 结论 的 唯一 性 . 


三 、 构 造反 例 


反例 是 纠正 错误 的 有 效 方法 .在 数学 学 习 和 研究 过 程 中 ,要 证 明 一 个 数学 命题 是 正确 
的 , 则 必须 能 够 根据 命题 所 给 的 条 件 推导 出 命题 的 结论 ,但 是 如 果 要 证 明 一 个 命题 是 错误 
的 ,简单 而 有 效 的 方法 就 是 举 反例 . 

反例 一 般 情 况 下 是 指 用 来 否定 命题 的 特例 .在 数学 的 发 展 过 程 中 , 举 反 例 起 到 了 不 可 忽 
视 的 作用 .经 常会 出 现 这 样 的 现象 , 某 些 数学 猜想 ,经 过 很 长 一 段 时 间 都 没有 人 能 够 证 明 它 ， 
但 是 却 有 人 转换 了 一 下 思考 的 方向 , 举 出 了 反例 .于 是 , 便 直 接 说 明了 这 个 猜想 是 错误 的 ,从 
而 解决 了 这 个 数学 问题 . 

无 理 数 的 发 现 过 程 便 是 一 个 典型 的 案例 , 毕 达 哥 拉 斯 学 派 认 为 世界 上 任意 的 数 都 可 以 
表示 成 整数 与 整数 之 比 ,这 个 结论 影响 了 几 个 世纪 .一 直到 希 伯 索 斯 在 研究 正方 形 时 发 现 ， 
当 正 方形 的 边 长 为 1 时 , 它 的 对 角 线 长 度 是 不 可 测量 的 , 即 此 时 对 角 线 的 长 度 不 是 一 个 有 理 
数 .这 一 反例 的 发 现 ,彻底 推翻 了 毕 达 哥 拉 斯 学 派 关 于 * 数 ”的 理论 ,和希 伯 索 斯 通过 进一步 的 
研究 ,确定 了 有 理 数 不 能 表示 数 轴 上 所 有 的 点 ,于 是 才 有 了 无 理 数 . 希 伯 索 斯 的 这 一 发 现 ,无 
疑 对 数学 的 发 展 起 到 了 极 大 的 推动 作用 :让 人 们 对 数学 的 研究 从 依靠 直觉 .经验 转向 为 严格 
的 证 明 . 

例 8.35 证明 对 于 任意 的 9, 曲 线 z ?十 y’ 一 2ax sin9 一 2aycos9 二 0 都 经 过 定点 ,并 求 出 
定点 . 


分 析 求 曲线 过 定点 , 可 以 通过 取 特 殊 值 先 来 求 出 定点 , 分 别 取 0 = 0， 子 ， 代入 


zz 十 yz 一 2cy 一 0， 
元 2 十 92 一 2x7 一 0. 


解 上 述 方程 可 得 | 


得 ,| 
1 eg 


a = OF = 
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那么 ,大 多 数 的 学 生 在 这 个 位 置 就 会 得 出 结论 :所 以 曲线 过 定点 (0,0)、(a ,a). 这 时 ,再 
进一步 分 析 , 因 为 定点 是 对 任意 的 9 都 成 立 ,我 们 可 以 举 出 这 样 一 个 反例 . 
zz 一 y% 一 4 一 1 时 , 原 曲线 的 函数 式 的 左边 就 可 以 化 为 


1 十 1 一 2sing 一 2cosb =zh vasin( + 于 ||. 


由 上 式 可 以 看 出 , 当 且 仅 当 0 二 &x 十 [( 一 1)* 一 1]。 村 时 才 等 于 零 , 所 以 当 。 沽 0 时 曲线 


不 一 定 过 点 (a ,a), 所 以 点 (a ,a) 不 是 曲线 的 定点 作为 一 个 反例 , 它 提醒 我 们 ,对 于 某 些 解 法 
是 利用 必要 性 解 题 而 不 是 充 要 性 ,这 时 需要 验证 它 的 充 要 性 . 

例 8.36 ”判断 命题 ,车 PQ 是 直线 / 同 侧 的 两 个 不 相同 的 点 , 则 必 存 在 两 个 不 同 的 圆通 
过 已 .Q, 且 和 直线 / 相 切 . 

分 析 P.、Q 两 点 所 在 的 直线 与 直线 1 存在 两 种 关系 ,相交 或 者 平行 ,那么 我 们 就 可 以 分 
两 种 情况 讨论 , 若 两 种 情况 都 成 立 , 则 命题 是 正确 的 , 若 在 一 种 情况 中 可 以 找到 一 个 反例 , 那 
么 说 明 命题 是 错误 的 . 

当 P.Q 所 在 的 直线 与 直线 ! 相交 时 ,命题 是 正确 的 ( 见 图 8.8). 

当 P.Q 所 在 的 直线 与 直线 /平行 时 ,过 PQ 且 与 1 相 切 的 圆 只 有 一 个 ( 见 图 8.9) , 即 构 
成 反例 ,命题 不 正确 . 


四 、 从 反面 思考 


从 问题 的 反面 思考 也 是 包含 多 个 方面 的 ,可 以 采用 补 集 的 方法 从 问题 结论 的 补 集 入 手 ， 
也 可 以 从 转换 的 角度 分 析 问题 ,例如 在 解 不 等 式 或 方程 时 ,可 以 将 主 元 与 客 元 进行 转换 , 也 
可 以 将 等 式 转换 成 不 等 式 来 解决 . 
例 8.37 已 知 三 个 方程 zx? 一 mz 十 4==0,zx? 一 2(m 一 1)z 十 16==0,z? 十 2mz 十 3m 十 
10 一 0 中 至 少 有 一 个 方程 有 实 根 ,求实 数 mm 的 取 值 范围 . 
分 析 ” 若 正面 求解 ,三 个 方程 至 少 有 一 个 方程 有 实 根 , 将 出 现 7 种 可 能 ,情况 复杂 ,但 其 
反面 则 只 有 一 种 情况 :三 个 方程 都 没有 实 根 , 问 题 变 得 极为 简单 .有 
Al=m’:—4X4=(m—4)(m++4)=0, 
As =4(m—1)*—4X16=4(m—5)(m++3) =0, 
As 一 4722 一 4(372 十 10) ==4(m 一 5)(m 十 2) 二 0， 
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—4=m=4, 
即 FW 
2m 二 5s 
再 求 补 集 , 得 三 个 方程 至 少 有 一 个 方程 有 实 根 时 ,实数 mx 的 取 值 范围 为 (一 co ,一 2] U 


[4, 十 2). 
例 8.38 ”对 满足 不 等 式 |logsp | 一 2 的 一 切实 数 户 , 求 使 不 等 式 z? 十 pz 十 1 二 3z 十 户 都 
成 立 的 xz 的 取 值 范围 . 


分 析 由 条 件 ,一 2 之 logsp 二 2, 得 二 二 三 4. 如 果 正面 处 理 ,f(x) 一 x* 十 (p 一 3)z 十 
(1 一 放 ) , 则 问题 等 价 于 在 约 东 条 件 二 二 p 二 4 下 , 求 f(z) 放 0 的 解 集 ,处 理 起 来 比较 麻烦 . 
此 时 ,如 果 反 客 为 主 ,以 p 为 主 元 , 则 有 

g(p)=(z—Dp++(zr:—3zr++1) les 全 避让 
显然 z 天 1,g(2) 是 户 的 一 次 函数 ,问题 转化 为 关于 户 的 一 次 函数 在 [二 ,4 上 恒 正 时 系 


数 的 讨论 ,问题 就 容易 多 了 . 
事实 上 ,由 |logp | 二 2, 得 于 二 二 4 显然 gp) 之 0 时 z 关 1, 由 一 次 琴 数 的 单调 性 ,得 


g(p) >0(+ < <4 的 充 要 条 件 是 a()>08 ea) 宇 0, 即 
4z2 一 11z 十 3 三 0 且 z2 十 zx 一 3 二 0， 


解 之 得 x 三 


a 或 <. 


习 题 八 


Li 0 Sa 十 本 二 1, 求 x? 十 y? 的 最 值 . 


2. 已 知 二 次 函数 (x)==ax ?十 bz 十 c= 二 0(a 0), 满 足 关系 (2 十 x) 二 f (2 一 x ), 试 比 
较 了 (0.5) 与 fr) 的 大 小 . 

3. 已 知 长 方 体 的 全 面积 为 11, 其 12 条 楼 的 长 度 之 和 为 24, 求 这 个 长 方 体 的 一 条 对 角 
线 长 . 

4. 已 知 复 数 = 的 模 为 2, 求 |z 一 i| 的 最 大 值 . 

5. 已 知 点 A(1,3)、.B(3,1), 点 C 在 坐标 轴 上 , 且 人 ACB =90", 求 满足 条 件 的 点 C 的 
个 数 . 

6. 解 方程 (z2 十 3z 一 4)2 十 (2z2 一 7z 十 6)2 一 (3z2 一 4z 十 2)2. 

7. 点 Pi:(2,3)、P:( 一 4,5) 和 A( 一 1,2), 求 过 点 A 且 与 点 P,、P: 距离 相等 的 直线 方程 . 
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8. 已 知 sinta 十 costa 一 1, 求 sina 十 cosa 的 值 . 


并 十 2 的 值 域 . 


9. 求 函 数 y 一 
十 3 
10. 已 知 函 数 F(z ) 一 2z2 十 mz 十 2 求证 : | 了 (1)|、|f(2)|、| 了 (C3) | 中 至 少 有 一 个 不 小 


EE 


11. 已 知 实数 a 2 满足 a 十 5b = 二 1, 求 证 ;:(a 十 2)? 十 (6 十 2)? > 字 . 


12. 已 知 直线 1 经 过 点 P(3,1), 且 被 两 平行 直线 11:z 十 y 十 1 二 0 和 71s:z 十 y 十 6 二 0 截 
得 的 线段 长 为 5, 求 直线 1 的 方程 . 


2 2 
13. 设 方程 z: 十 Ar 十 2=0 的 两 实 根 为 p.g, 若 [上] +(2] 过 7 成 立 , 求 实数 k 的 取 值 


范围 . 

14. 已 知 三 个 方程 ?十 4ax 一 44a 十 3=0,x ?十 (4a 一 Dz 十 a?==0,x ?十 2azx 一 24 = 二 0 中 
至 少 一 个 方程 有 实数 解 , 求 实数 a 的 取 值 范围 . 

15. 有 一 个 半径 是 1 的 圆 ,圆心 在 zx 轴 上 运动 ,抛物 线 方程 是 y?==2x ,试问 当 这 个 圆 运动 
到 什么 位 置 时 , 圆 与 抛物 线 在 同一 个 交点 处 的 两 条 切线 相互 垂直 . 

16. 求证 : 若 2 一 1 是 质数 , 则 p 是 质数 . 

17. 求证 :面积 等 于 1 的 三 角形 不 能 被 面积 小 于 2 的 平行 四 边 形 所 覆盖 . 

18. AABC 中 ,BC =a,AC =0,AB =c,c 为 最 大 边 , 若 accosA 十 bccosB 一 4S(S 为 
AABC 的 面积 ) ,求证 : 八 ABC 为 锐角 三 角形 . 

19. 设 AB 为 过 抛物 线 y? 二 2px ( 轧 二 0) 焦点 的 弦 , 试 证 抛物 线 上 不 存在 关于 直线 AB 对 
称 的 两 点 (不 考虑 A、B 的 自身 对 称 ). 

20. 已 知 a cd 均 为 正 实数 ,上 且 a 十 b 十 c 十 d= 二 1,p 7a 十 1 十 V 双 十 1 十 V7c 十 1:+ 
2/74d 十 1 ,求证 :p 二 6. 


21, 已 知 丽 数 /(z) 一 二 二 二 ln(z 一 1) ,其 中 n € N; .求证 :对 任意 正 整 数 n, 当 zx 三 


2 时 ,有 f(z) 过 x 一 1. 

22. 已 知 a 之 0 ,两 个 三 角形 的 三 边 分 别 为 we \w 6b,5、b\a ,并 且 这 两 个 三 角形 的 最 小 内 角 
都 等 于 a, 求 a 和 地 的 值 . 

23. 在 正 项 数列 {a,) 中 , 令 S, 直 一 . 若 S， WD 一 (p 为 正常 数 ) 对 


i=1 Vai 十 Vain i 十 Was 


正 整 数 n 恒 成 立 , 求 证 {a, } 为 等 差 数列 . 
六 二 一/ (十 节 ” 十 名 


24. 已 知 n € Ni;, 求 证 :一 一 一 一 一 一 一 < 之 1. 
> 五 一 以 2 
了 1 1 
; 一 1,2,…,72), 力 过 2， t+， Fs ， 
25; 已 知 mn; E 及 (i= 1,2 n),p 宇 2,p EN 有 im tiims 二 


求证 :mimz*…m， 过 (7 = 
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26. 已 知 函数 f(z) 二 =e” 一 x (e 为 自然 对 数 的 底数 ). 
(1) 求 f(x) 的 最 小 值 . 


(2) 设 hE N,, 控 究 沁 () 的 整数 部 分 的 值 ,并 证 明 你 的 结论 . 
27. 各 项 均 为 正 数 的 数列 {a,),ai 二 a ,as 二 5b , 且 对 满足 m 十 n= 二 p 十 q 的 正 整 数 m wn、p、 


Qan 十 an Wy dy 和 
4 部 有 如 地 了 各 一 呈 于 证明 :对 任意 a, 存在 与 。 有关 的 常数 X ,使得 对 


于 每 个 下 整数, 都 有 二 < os < 


28. 如 图 8.10 所 示 , 人 ABC 中 ,|AB|=|AC|=1,AB .2AC 7， 


Pi 为 AB 边 上 的 一 点 ,BP, 去 人 4B, 从 P, 向 BC 作 垂 线 , 垂 足 是 


Qi ;从 Q, 向 CA 作 垂 线 , 垂 足 是 Ri; 从 R, 向 AB 作 垂 线 , 垂 足 是 忆 ， 
再 由 Ps 开始 重复 上 述 作法 ,依次 得 Qs ,Ri ,PiQ,.R。 ,Pi…. 
(1) 令 BP, 为 二， 寻求 BP, 与 BPin( 即 xz 与 zxst1) 之 间 的 
(2) 点 列 Pi ,P,P;,P,,…,P, 是 否 一 定 趋向 于 某 一 个 定点 Pu? 说 明理 由 . 
(3) 车 |4B|=1, |BP | 一 亏 , 则 是 否 存在 正 整数 加 ,使 点 P。 与 P。 之 间 的 距离 小 于 


0.001? 车 存在 , 求 m 的 最 小 值 . 


图 8.10 


简洁 是 智慧 的 灵魂 , 宛 长 是 肤浅 的 藻 饰 . 
一 一 [ 英 ] 莎 士 比 亚 (1564 一 1616) 


数学 中 每 一 步 真 正 的 进展 都 与 更 有 力 的 工具 和 更 简单 的 方法 的 发 现 紧密 联系 着 . 
一 一 [ 德 ] 希 尔 伯 特 (1862 一 1943) 


第 九 章 ”反思 : 解 题 的 延伸 


《现代 汉语 词典 》 里 “反刍 ”的 语义 是 :偶蹄 类 的 某 些 动物 把 粗 粗 咀嚼 后 咽 下 去 的 食物 再 
返回 到 嘴 里 细 细 咀嚼 ,然后 再 咽 下 去 ,通称 倒 嚼 ,以 此 比喻 对 过 去 的 事物 反复 地 追忆 、 回 味 . 
著名 数学 教育 家 波 利 亚 在 (怎样 解 题 》 中 将 数学 解 题 划 分 为 四 个 阶段 : 弄 清 问题 一 一 拟订 计 
划 一 一 实现 计划 回顾 ,这 个 过 程 就 包括 解 题 反思 .一 个 人 对 解决 问题 的 体验 是 有 时 效 
的 ,如 果 不 及 时 进行 总 结 ,这 种 经 验 就 会 消退 ,就 会 丧失 反思 提高 的 机 会 ,造成 学 习 上 的 一 种 
最 大 浪费 .基于 这 一 认识 ,我 们 要 从 题 海 中 走出 来 ,要 着 力 从 解决 问题 的 方法 、 规 律 .思维 策 
略 等 方面 进行 多 角度 .多 侧面 的 反思 :总结 解 题 的 经 验 教 训 . 


第 一 节 ” 解 题 反 思 的 意义 


所 谓 解 题 反思 ,是 指 在 解决 了 数学 问题 后 ,通过 对 问题 特征 、 解 题 思路 、 解 题 途径 、 解 题 
过 程 ,题目 结论 等 的 反思 ,进一步 暴露 数学 解 题 的 思维 过 程 . 波 利 亚 曾经 说 过 ,如 果 没有 了 
反思 ,他 们 就 遗漏 了 解 题 中 一 个 重要 而 且 有 效 的 阶段 ,通过 回顾 完整 的 解答 ,重新 项 酌 ,审查 
结果 及 导致 结果 的 途径 ,他 们 能 够 巩固 知识 ,并 培养 他 们 的 解 题 能 力 .” 

解 题 反思 可 以 不 断 地 完善 我 们 的 数学 学 科 的 认 知 结构 ,更 充分 地 提升 数学 综合 能 力 和 
全 面 理解 能 力 , 拓 宽 知识 面 ,增强 知识 的 系统 性 ; 解 题 反 思 也 有 助 于 培养 和 提升 创造 性 思维 
能 力 .通过 对 解 题 过 程 的 反思 ,能 够 有 效 地 提高 从 一 个 问题 的 解法 联想 到 其 他 类 型 问题 的 解 
法 的 能 力 , 以 及 将 数学 思想 与 数学 方法 联系 起 来 ,增强 创造 性 思维 的 能 力 .与 此 同时 , 解 题 反 
思 也 有 利于 提高 学 习 效 率 . 解 题 反 思 能 够 通过 单一 的 问题 拓展 到 一 类 问题 的 深入 思考 ,寻找 
出 若干 问题 的 共同 解法 ,做 到 兼 收 并 蓄 , 举 一 反 三 ,从 而 提高 学 习 效 率 . 

一 般 来 说 , 解 题 反思 的 路 径 有 很 多 ,常见 常用 的 有 以 下 三 种 . 


一 、 反 思 解 题 思 路 是 否 找 准 了 方向 
解 题 不 是 一 跳 而 就 的 ,一 些 解 题 方法 的 使 用 可 达到 事半功倍 的 效果 . 
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例 9.1。 双 曲 线 C 与 本 加 太 - 十 一 1 有 相同 的 焦点 ,直线 y 一 /8x 为 C 的 一 条 渐 近 线 . 


(1) 求 双 曲线 C 的 方程 ; 
(2) 过 点 P(0,4) 的 直线 1, 交 双 曲线 C 于 A.、B 两 点 , 交 z 轴 于 Q 点 (Q 点 与 C 的 顶点 不 


重合 ). 当 PQ 一 A1QA = 2QB, 且 1 十 1 = 一 了 时 , 求 Q 点 的 坐标 . 


分 析 问题 (2) 属 常见 直线 与 圆锥 曲线 的 位 置 关系 问题 , 解 题 方 
向 应 该 是 直线 方程 与 双 曲 线 方程 联 立 , 消 元 转化 为 二 元 一 次 方程 , 利 
用 韦 达 定理 和 判别 式 来 解答 . 

根据 该 题 的 条 件 ,解决 问题 的 切入 点 也 有 不 同 , 如 图 9.1 所 示 ， 
题 设 中 条 件 PQ = AiQA = 4.QB 的 切 和 人 方法 可 以 是 利用 坐标 方 
法 ,也 可 以 是 利用 定 比分 点 的 有 关 知 识 , 但 二 者 都 揭示 了 P(0,4)、 


Qo- 二 ,0] ACzisyD .BCzsvys) 四 点 之 间 的 坐标 关系 ; 


4 4 4 4 4 4 
RT 一 一 各。 


对 于 条 件 Ni 十 hs 一 一 二 的 切入 方法 ,可 以 利用 人 .了 两 点 的 坐标 适合 双 曲 线 方程 ,得 到 


(16 一 人) 十 32A; 十 16 ke 0， 
2 2 16 2 
(16 一 如 )) 十 321: 十 16 一 本 如 一 0， 
2 2 16 2 个 和 32 
利用 Ai: 是 方程 (16 一 k*)x? 十 32x 十 16 一 3k* 二 0 的 两 个 根 ,得 到 Xi 十 4 一 2 一 J6 一 
: 四 
一 本 ,进而 求 直线 的 方程 ,得 到 Q 点 的 坐标 . 
4 4 


也 可 以 将 X14s 用 A、B 两 点 的 横 坐 标 表示 出 来 , 即 4) 由 


kxri Fa Azz 十 4” 


2 一 Ar 十 4， 工 * 一 污 一 1 消去 2 ,利用 韦 达 定理 求 出 & 二 十 2, 因 而 可 得 Q( 士 2,0). 


同样 也 可 以 将 1 As 用 A.B 两 点 的 纵 坐 标 表示 出 来 , 即 ， 一 一 让 以 :一 一 站 ,由 方程 组 


消去 xz , 求 得 &. 

根据 以 上 分 析 , 可 以 确定 解 题 的 方向 ,探索 最 佳 的 解 题 方案 .显然 ,用 A 、B 两 点 的 纵 坐标 
表示 X14 可 以 简化 运算 . 

反思 上 述 解 题 方向 的 确定 ,可 以 归结 为 以 下 过 程 . 

(1) 从 题目 的 条 件 中 提取 信息 ,从 题目 的 求解 中 确定 所 需 的 信息 . 

(2) 从 记忆 系统 储存 的 数学 信息 中 提取 有 关 的 信息 ,作为 解决 本 题 的 依据 ,推动 (1) 中 信 
息 的 延伸 . 
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(3) 将 前 两 步 获 得 的 信息 联系 起 来 ,进行 加 工 、 组 合 , 主 要 通过 分 析 和 综合 ,一 方面 从 已 
知 到 未 知 ; 另 一 方面 从 未 知 到 已 知 寻找 正 反 两 个 方面 的 知识 衔接 点 一 一 一 个 固有 的 或 确定 
的 数量 关系 . 

(4) 整理 (3) 的 思维 过 程 ,形成 一 个 从 条 件 到 结论 的 解 题 方向 及 解 题 决 策 . 


二 、 反 思 学 科 知 识 掌握 是 否 存在 漏洞 

不 能 成 功 解 题 的 原因 ,有 可 能 是 某 个 知识 点 认识 有 误 ,或 者 理解 得 不 够 深刻 ,相关 知识 
的 应 用 还 不 够 熟练 等 . 

例 9.2 已 知 f(x) 是 二 次 函数 ,不 等 式 f(x) 二 0 的 解 集 是 (0,5), 且 f(x) 在 区 


间 [ 一 1,4] 上 的 最 大 值 是 12. 
(1) 求 f(z) 的 解析 式 . 


(2) 是 否 存在 实数 彤 ,使 得 方程 (xz) 十 开 一 0 在 区 间 (mn ,十 1) 内 有 且 只 有 两 个 不 等 的 


实 根 ? 阁 存 在 , 求 出 m 的 取 值 范围 ; 若 不 存在 ,说 明理 由 . 
分 析 
(1) 是 求 二 次 函数 的 解析 式 , 因 为 二 次 函数 与 二 次 方程 有 着 密切 的 关系 ,由 题 设 条 件 
可 知 f(x) 三 0 的 两 个 根 是 0 和 5, 且 根据 不 等 式 解 的 情况 得 到 二 次 函数 开口 向 上 ,因而 可 


设 FGz)=az(z 一 5)(Co 二 0), 再 根据 二 次 函数 对 称 轴 为 x 一 了 ,可知 f( 一 1)= 12, 所 
以 < 一 2. 

(2) 是 一 个 探索 性 问题 ,需要 将 方程 f(z ) 十 于 一 0 在 区 间 (mm 十 1) 内 有 且 只 有 两 个 不 
等 的 实 根 的 问题 转化 为 函数 (zr) 二 2z; 一 10z? 十 37 的 零点 的 判断 ,这 样 就 可 以 借助 导数 研 
究 函 数 的 单调 性 及 零点 所 在 的 区 间 . 计 算得 到 h(x) 二 0 在 区 间 3, 二] .时 内 分 别 有 叭 


一 实数 根 ,而 在 区 间 (0,3)、(4, 十 中 ) 内 没有 实数 根 , 故 存在 m 二 3 满足 条 件 . 

该 题 主要 考查 函数 的 单调 性 、 极 值 等 基本 知识 ,考查 运用 导数 研究 函数 性 质 的 方法 , 考 
查 函数 与 方程 . 数 形 结合 等 数学 思想 方法 .在 解 题 后 对 涉及 的 知识 点 、 数 学 思想 和 方法 适当 
提炼 可 以 构建 知识 网 络 ,深化 理性 认识 ,提高 思维 水 平 . 
三 、 反 思 解 题 过 程 是 否 经 得 起 推敲 

解 完 一 道 题 后 ,应 作 进一步 的 思考 :题目 中 所 有 的 条 件 都 用 过 了 吗 ? 用 全 了 吗 ? ( 含 括 
号 内 的 条 件 ) 题目 所 要 求 的 问题 解决 了 吗 ? 解 题 中 所 引用 的 知识 是 否 是 书 中 已 经 证 明 过 的 
结论 ? 还 有 没有 需要 增加 说 明和 剔除 的 部 分 等 . 

解 题 有 时 也 会 受到 题目 中 某 些 信 息 的 主导 和 干扰 ,不 能 够 周密 地 考虑 问题 ,使 解 题 过 程 
偏离 方向 ,造成 误解 . 

例 9.3 已 知 tan(a 一 B) 地 tang 一 一 方 ,有 a E (0,7), 求 2a 一 8 的 值 . 
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x 
2tan(a —B) 2 _4 
2 ) 站 
A GY 3 
1— EoD 
2 
tan(2a —B)=tanL2(a —B)++B] 
4 1 


tan2(a —B) + tang 强 
1 一 tan2(a —B)tang 1 二 和 


由 wc\8E(0,r), 得 2 一 PE (一 r,2r)， 
， ES 

所 以 2a 一 B= a 

分 析 这 是 一 类 典型 的 错误 ,主要 原因 是 忽视 了 范围 条 件 的 挖掘 与 使 用 .事实 上 ， 

tang 一 一 士 > 一 如 , 知 下 之 p 之 xy 由 tane tanL (a 一 8) 十 B] 上 < 信 , 知 0<a 二 下, 训 


2a—B [= 于 ] ,应 取 2 B 开 . 


过 点 P(1, 一 2) 作 圆 x? 十 y? ==1 的 切线 , 求 切线 方程 . 
设 过 点 P(1, 一 2) 的 切线 方程 为 y 十 2 二 k(x 一 1)， 


例 9.4 


错 解 
则 圆心 (0,0) 到 切线 一 kz 十 y 十 & 十 2 二 0 的 距离 等 于 半径 1, 即 
Let2| _， 
Vk? 十 1 


解 之 得 一 一 于, 则 所 求 的 切线 方程 为 
3z 十 4y 十 5 一 0. 

分 析 ”从 结果 上 来 看 . 圆 只 有 一 条 切线 ,但 点 P 在 圆 外 ,应 该 有 两 条 切线 ,上 述 解答 不 正 

确 . 究 其 原因 ,是 还 有 一 条 斜率 不 存在 的 直线 被 忽略 了 .这 条 直线 不 适合 用 点 斜 式 方程 ,所 以 


对 直线 方程 的 使 用 要 分 清 类 别 ,不 能 漏 解 . 易 知 x 一]1 为 圆 的 另 一 条 切线 方程 . 
反思 不 仅 包括 以 上 三 个 方面 ,更 重要 的 还 有 一 题 多 解 的 寻找 、 解 题 错误 的 类 型 与 归 因 、 


问题 的 比较 与 分 析 以 及 问题 的 拓展 与 延伸 等 ,以 下 分 别 介绍 . 
第 二 节 ”寻找 问题 的 多 种 解法 
许多 人 在 解 题 时 往往 满足 于 做 出 题目 ,未 能 对 解 题 方法 作 进一步 的 思考 .事实 上 , 解 是 


后 反思 是 否 还 有 其 他 解法 或 更 佳 解法 ,对 于 开阔 视野 ,拓展 思维 的 灵活 、 精 细 和 新 颖 具有 十 
分 重要 的 意义 .通过 对 多 条 途径 的 反思 .我们 既 可 看 到 知识 的 内 在 联系 、 巧 妙 转化 和 灵活 运 


用 ,又 可 梳理 出 一 般 方法 和 思路 . 
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一 、 一 题 多 解 的 递 进 探索 过 程 


数学 解 题 中 的 一 题 多 解 ,展示 了 解 题 者 的 思考 及 智慧 .第 一 ,通过 对 各 种 解法 的 差异 分 
析 ,追根 溯源 ,可 以 引发 解 题 者 不 断 地 深入 思考 ,加 深 对 数学 知识 来 龙 去 脉 的 认识 和 把 握 , 并 
通过 各 种 解法 的 比较 和 联系 ,更 为 广义 地 建构 数学 方法 体系 ;第 二 ,一 题 多 解 扮演 着 促进 解 
题 方法 深化 、 广 化 的 角色 ,是 问题 变 式 处 理 的 体现 ;第 三 ,一 题 多 解 也 让 解 题 者 感受 到 数学 解 
题 的 乐趣 ,体验 攻坚 克 难 后 的 喜悦 ,进入 创新 的 境界 . 

例 9.5 证 明 :cos 7 Cos eos 到 > 

分 析 由 于 题目 字数 较 少 ,因此 题 意 不 难 明 了 .直觉 告诉 我 们 ,可 以 尝试 用 和 差 化 积 公 
式 把 等 式 左边 化 简 , 即 把 等 式 左 边 一 、 三 两 项 利用 和 差 化 积 公 式 , 通过 恒 等 变形 ,整理 化 
简 , 得 : 


2r 
CUS = SB 
左边 一 2cos 到 cos 了 cos 到 = cos 到 
SIN 
7 
| 和 
Sin 7 sin 7 COS 7 积 化 和 差 sin 7 sin 7 Sin 7 1 
3 工 2 右边 ， 
2sin 了 2sin 了 
直觉 延 伸 : 开 始 阶段 把 分 子 分 母 同 乘 以 sin 了 ,也许 可行 .事实 上 ， 
sin 一 COS sin cos + sin cos 
左边 他 多 到 人 T 7 
i 
SIn 7 
Sin 纸 Sin 3 | sin 工 十 sin Sin 经 
人 六， 应 
2sin 本 < 
虽然 解决 了 问题 ,但 过 程 比较 复杂 ,特别 是 有 关 计 算 
还 是 比较 繁琐 的 .能 和 否 有 更 巧妙 的 方法 呢 ? 三 个 角 之 间 
有 关联 ,这 里 面 有 没有 突破 口 呢 ? 基于 数 形 结合 思想 ,从 站 
角 的 特殊 性 引发 思维 ,我 们 可 以 探索 能 和 否 构造 一 个 三 角 | 
旨 写 
形 ,使 其 中 有 也、 让 、 江 ,在 不 断 地 尝试 过 程 中 ,我 们 可 能 4 守 妆 
0 
会 得 到 图 9.2. @ B 
在 图 9.2 中 ,OA =0B,0C = 二 CD =DB 二 BA ,不 妨 设 a 
为 1, 则 cos = FOD ,cos 到 FCB ,cos 三 3AD. 
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n 2r 3 生 1 1 1 
cos 7 Cos 7 十 cos 7 2 oD CB + AD) 2 ‘0A CB) 20C 到 


进一步 延伸 我 们 的 直觉 ,可 以 思考 怎样 用 向 量 表示 cos 节 、cos Ecos 于. 事实 上 ,这 样 
的 思维 延伸 可 能 无 功 而 返 , 不 过 ,我 们 由 向 量 可 能 会 想到 利用 复数 解 题 .这 里 涉及 怎样 构造 
复数 的 问题 了 . 

不 妨 构造 复数 es 一 cos 了 十 isin 地 : 则 


a cos Eisin Te cos 于 十 isin sr 


i 2 = 
MR 
二- 站 和 下 去 


规律 .可 是 ,在 运算 过 程 中 ,很 快 发 现 s* 与 s: 的 实 部 互 为 相反 数 , 由 此 我 们 思考 能 否 计算 s 十 
es 十 es 呢 ? 事实 上 ， 


es(1 十 ez 十 e4)(1 一 s:) e(l—e’) e—e’ 1 十 se 1 
SU 工 一 区 一 全 一 部 一 人 一 
1 一 cos 工 十 isin 开 
i 1 _ E 7 
I 1 一 cos 开 一 isin 工 20 cos 5 
了 v1 LA 


把 实 部 相 比 较 , 显 然 有 cos 7 上 cos 亚 十 cos 本 二 , 即 


co 经 co 8 cos 工 cos cos cos EL 
Ss S » S 
“本 7 7 7 
于 是 
工 2r 3 2r dx 6 
cos 了 一 cos 了 十 cos 7 (ee 7 十 cos 7 上 ems 7 } 


既然 正 负 量 可 以 转换 或 抵消 ,那么 构造 向 量 去 求解 就 有 可 能 了 . 沿 着 这 一 思路 ,可 以 在 
单位 贺 上 取 分 布 均匀 的 7 个 点 ,构造 7 个 方向 不 一 却 “合力 平衡 ” 的 向 量 .不 妨 设 为 


ar cos 2 sin 2 cos En sin 要 下 cos Ms sin La 
al 天 pa ss 7， Po td 人 7 。 


显然 ,有 名 十 可 十 … 十 a7 一 5, 则 
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cos 十 cos 至 十 cos 杰 十 cos 和 十 cos I 十 cos 2 十 cos 到 0. 
易 得 cos 了 cos 汉 十 cos 让 ; . 


利用 向 量 求解 告诉 我 们 , 解 题 的 关键 是 在 单位 圆 上 找 出 均匀 分 布 的 7 个 向 量 ,它们 的 横 
坐标 之 和 为 0. 由 此 ,不 难 想到 单位 圆 上 有 多 个 与 上 述 性 质 一 样 的 向 量 , 也 应 当 一 样 得 到 类 似 
的 结论 .为 便于 思考 ,我 们 构造 在 单位 圆 上 有 (2n 十 1) 个 分 布 均匀 “合力 平衡 "的 向 量 , 一 样 
可 以 得 到 以 下 结论 . 


2r 4 (42 十 2)r __ 


5 0 
化 简 得 
x _ 2r 部 3r i nn | 
TE © 


对 于 这 一 结论 ,我 们 也 可 以 利用 构造 复数 的 方法 加 以 证 明 . 

例 9.6 已 知 丽 数 f(z) 二 xz? 十 az 十 点 十 生 二 bz E R, 且 x 了 0). 若 实数 a .wb 使 得 
f(z)==0 有 实 根 , 则 a? 十 b? 的 最 小 值 为 ( 入 

A. 了 B. 卫 Gi D. 2 

分 析 不 同 的 视角 下 本 例 有 不 同 的 解法 . 

解法 1 f(x)=x? 十 ax 十 点 十 全 十 6 改写 为 


f(a.b) € t TL) 击 浊 二 人 | 


工 
令 
i 时 
Fa) 一 0 全 |z+ 4 十 5 十 |z: 十 一 |=0 
Tr Tr 
设 M(a,6b) 为 直线 四 上 一 点 , 则 |OM|?==a? 十 7. 又 设 原点 到 直线 @ 的 距离 为 d ,那么 
2 2 
G t 二 (a. + 可 9 二 9 
dr =a? +b? 二 = ?十 训 一 3 十 一 一 
(z+) +1 zx? 二 十 十 3 zx? 十 十 十 3 
("1 a] 了 6 
四 Xz? 十 二 十 3 
AX 


令 1 二 xz! 十 三 十 3, 则 1 之 5. 由 于 f(i) 一! 十 了 一 6 在 + E [5, 十 co) 上 递增 , 故 
TX 


[Lf (2)]n =f£(5) 5 十 3 6 5 .也 就 是 o 十 的 最 小 值 为 了 , 选 A. 
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众所周知 ,无 论 是 函数 还 是 方程 ,一 次 式 比 二 次 式 简 单 得 多 .本 解 巧 妙 地 “ 反 客 为 主 ”, 达 
到 了 化 繁 为 简化 难为 易 的 目的 . 


解法 2 f= + 去 ]+a(z + 二 ]+ 6 令 zx 十 二 =t, 则 有 
f0)=t tatt+b—2(|i|= 2). 
注意 到 抛物 线 f(z) 的 开口 向 上 且 与 t+ 轴 有 |t| 写 2 的 交点 ,而 且 抛物 线 的 对 称 轴 
1 一 一 他 应 在 (一 2,2) 内 ,否则 将 有 |a |> 4,os 十 如 之 值 太 大 .因此 其 图 象 有 且 仅 有 如 图 9.3 
所 示 的 三 种 情况 . 


| 


图 9.3 


在 上 述 三 种 情况 中 ,f( 一 2) 过 0, 或 f(2) 过 0 至少 有 一 
个 成 立 , 也 就 是 6 二 一 24 一 2 或 5 过 2a 一 2 至 少 有 一 个 成 立 . 
在 直角 坐标 系 aOb 中 ,符合 条 件 的 点 集中 在 图 9.4 所 示 的 区 
域 中 . 

由 图 9.4 可 知 ,原点 到 该 区 域 中 点 的 距离 的 最 小 值 即 线 
段 OM 或 ON ,不 论 用 解析 法 或 几何 法 都 容易 求 出 这 个 值 的 


~ 平方 是 5 , 故 选 A 
图 9.4 本 解 的 基本 特点 是 数 形 结合 ,直观 易 懂 . 
2 由 | | 1 | 
解法 3 Ce (: + 二]+e(z til)+e. 


ff)=t?+at+b—2 (|t|= 2). 


这 里 (4) ==0, 即 坟 十 at 十 6 一 2 二 0 有 |t| 宇 2 的 实数 根 . 

为 使 a? 十 b? 最 小 , 则 a 冯 0. 否 则 车 a 一 0, 则 方程 十 6 一 2 一 0 中 , 令 |t| 宇 2, 则 5 一 2 一 

一 2; 于 是 a? 十 好 三 办 这 个 值 太 大 . 

又 注意 到 为 使 a? 十 5? 最 小 , 则 |a | 二 2 且 5 二 2, 否 则 车 |a | 三 2 或 2 三 2, 仍 然 有 az 十 
22 三 4, 值 太 大 . 

于 是 我 们 知道 ,为 使 a? 十 6? 取得 最 小 值 ,必须 a 了 关 0,a 二 2 且 65 二 2. 在 这 种 情况 下 ,方程 局 十 
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一 4 士 Vaez 一 4 十 8 二 二 
a -+5 一 2 一 0 有 异 号 两 个 实 根 ,1 一 一 < 二 一 咎 二 ,其 中 负 根 一 一 一 一 起 十 
的 绝对 值 更 小 . 令 
5 一 Vaz 一 4 仿 十 8 
nl>=2=>—— | 


一 42 一 40 十 8 二 16 十 8a 十 au <—6b—2=>—a 宇 6b 二 2. 


5 5 2 4 4 
2 3 ~ 2 > 
六 十 外 Sb 十 正二 和 (5 十 二 | 二 坷 > 千 


故 选 A. 当 且 仅 当 6。 = 一 三 ,a =- 一 了 时 , (a? 十 5b?)mm = 和 
和 前 两 种 解法 相 比 ,本 解 有 点 繁杂 .多 数 人 容易 想到 这 种 解 题 方 法 ,只 是 不 容易 坚持 到 
底 .这 是 因为 在 解 题 接 近 成 功 时 ,由 于 不 善于 处 理 变 量 的 不 等 关系 ,导致 半途 而 废 , 功 亏 一 筑 . 

这 里 根据 a? 十 b? 必须 取 最 小 值 而 合理 增加 解 题 条 件 ,终于 破题 成 功 . 
解法 4 (特殊 值 法 ) 仿照 解法 1, 将 f(x) 改写 为 f(a,6b)==at 十 6 十 t* 一 2(|t| 三 2). 令 
flab)=0Sat+b+t —2=0 0 


注意 到 |z| 宇 2, 则 在 直角 坐标 系 a0Ob 中 ,原点 到 直线 的 距离 


囊 一 加 有 
Mi 
Vie+l1 与 才学 


又 令 wV 刀 十 1 = 二 m ,那么 
d =m 一 这 (m 之 V5) @ 


在 四 个 选项 中 ,排除 C.D 是 很 容易 的 ,只 需 从 选项 A、B 中 确定 一 个 . 


假定 A 成 立 , 即 有 di 一 后 ,代入 加 ,显然 方 程 m 一 已 一 记 有 符合 条 件 的 解 :mV5 , 据 


V5 
此 我 们 已 经 可 以 肯定 A 而 排除 B. 反 之 ,假定 BB 成 立 , 即 有 dws = 次 ,代入 加 ,得 方程 


m : 2m? —V3m—6=0 加 


m 


关于 mm 的 二 次 函数 gCm) = 二 2m? 一 V3m 一 6 的 对 称 轴 为 m 一 站 .而 m 宇 V5 ,故此 函数 在 
[V5 ,十 ce) 上 递增 ,其 最 小 值 为 g(V5 ) 一 4 一 V15 >> 0. 这 说 明 方程 @ 不 存在 m 宇 V5 的 实数 
解 , 也 就 是 da -2 不 能 成 立 , 故 排除 B, 选 A. 


二 、 一 题 多 解 折射 出 不 同 知识 之 间 的 关联 


例 9.7 如 图 9.5 所 示 , 已 知 O 为 坐标 原点 ,下 为 类 国 Ciz* 十 半 一 1 在 y 轴 正 半 轴 上 的 焦 
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点 ,过 下 且 斜 率 为 一 V3 的 直线 1 与 C 交 于 A .B 两 点 ,点 P 满足 OA 十 
OB +0FP =°0. 

(1) 证 明 : 点 P 在 C 上 ; 

(2) 设 点 P 关 于 点 O 的 对 称 点 为 Q, 证 明 :A 、P、B、Q 四 点 在 同一 
圆 上 . 

分 析 

第 (1) 问 要 证 明 点 己 在 椭圆 C 上 ,而 椭圆 C 的 方程 已 知 ,所 以 解决 
问题 的 关键 是 求 点 PP 的 坐标 . 
解法 1 由 题 意 知 , 焦 点 坐标 为 下 (0,1) ,i 的 方程 为 y 王 一 /2x 十 1, 将 2 的 方程 代入 椭圆 


图 9.5 


2 
的 方程 z+ 一 1 并 化 简 得 4z? 一 2V23z 一 1 一 0. 设 A(ziyyi),B(zsyys), 则 zi 十 za 一 


yi 二 yz Vz 人 十 -二 洛 1; 设 P(xz3,ys), 由 题 意 知 ,zs 一 一 (zl 十 zz) 王 一 


， 


IE 


ys 二 一 (yi 十 y2)== 一 1, 所 以 点 P 的 坐标 为 | 一: = 1 ] 各 验证 ,点 a 的 生 标 为 [一旦 ， 一 1] ， 


请 趾 方程 十 和 一 1, 所 以 点 在 酉 团 C 上 . 


解法 1 是 解析 几何 的 基本 方法 ,其 特点 是 通过 设 点 A、P、B 的 坐标 ,根据 直线 7 的 方程 与 
椭圆 C 的 方程 建立 方程 组 并 得 出 关系 式 ,再 根据 A 、P、B 三 点 的 关系 OA 十 OB 十 O 疡 =0, 求 
出 点 已 的 坐标 ,从 而 通过 * 代 点 验证 的 方法 "来 证 明 点 P 在 椭圆 C 上 . 


解法 2 同 解法 1, 设 M 为 AB 的 中 点 . 则 ml) 


又 由 已 知 0K 十 OB 十 OP 二 推出 O 为 人 ABP 的 重心 , 则 PO= 一 2 MO (或 PO=2OM， 


0 一 2 .0 六 = 二] .所 此 可 以 来 出 [至 = 1 ,所 以 点 忆 在 椭圆 C 上 . 

解法 2 的 特点 是 以 坐标 为 工具 ,以 向 量 为 桥梁 .充分 利用 条 件 G 人 十 G 户 二 GO 方 =0 ,推出 O 
为 AABP 的 重心 的 结论 , 求 出 点 已 的 坐标 ,证 明 点 已 在 椭圆 C 上 . 

解法 3 ”由 题 意 得 F(0,1),l:y = 二 一 V2zx 十 1. 


设 本 网 的 参数 方程 为 a 则 有 V2 sina 一 一 V2 cosa 十 1, 即 V2 (sina 十 cosa) 二 1， 
y 一 V2sina ， 

则 sin(a 十 45") 一 廊 设 zx 轴 的 正 半 轴 到 线段 OA 的 角 为 a1 ,到 线段 OB 的 角 为 a ,由 图 9.5 知 
al 十 45" 王 150",as 十 45" 一 30", 所 以 al 一 105 ,as 一 一 15". 

Ti 一 cos105"， (zs 一 cos( 一 15?)， 

yi eb =V2sin(— 15°). 

设 AB 的 中 点 为 M(xzo,yo). 因 为 O04 十 OB 十 OP =0, 则 0 为 人 ABP 的 重心 ,所 以 ， 


| 
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= 一 一 6 Fe 


一 一 (cos105" 十 cos15",V2 sin105" 一 V2 sin15") 一 一 [ea 


所 以 到 三 中 ,所 以 点 己 在 椭圆 C 上 . 


解法 3 的 特点 是 应 用 数 形 结合 的 思想 ,结合 椭圆 的 参数 方程 及 图 形 ,通过 三 角 恒 等 变换 
求 出 点 尸 的 坐标 ,证 明 点 已 在 椭圆 C 上 . 

第 (1) 问 求 点 P 的 坐标 至 少 有 以 上 三 种 不 同 的 解法 ,从 解 题 思路 及 解 题 过 程 可 以 看 出 数 
学 解 题 水 平 . 

采用 解法 1 的 人 对 解析 几何 的 基本 思想 和 方法 掌握 得 较 扎 实 , 解 题 思路 清晰 ,运算 能 力 
较 强 .采用 解法 2 的 人 对 解析 几何 的 基本 思想 和 方法 的 本 质 , 即 “以 坐标 为 工具 ,以 向 量 为 桥 
梁 ” 不 仅 掌握 得 扎实 ,而 且 能 灵活 运用 ,能 合理 选择 运算 方法 .采用 解法 3 的 人 能 应 用 椭圆 的 
参数 方程 , 数 形 结合 ,通过 三 角 恒 等 变换 巧妙 求 出 点 P 的 坐标 .虽说 有 点 复杂 ,但 从 另 一 个 侧 
面 说 明 解 题 者 能 充分 挖掘 所 学 知识 的 内 在 联系 ,构建 系统 完整 的 知识 网 络 . 

再 看 第 (2) 问 ,在 P、Q 两 点 关于 原点 O 对 称 的 前 提 下 ,题目 要 证 明 A、P、B.\Q 四 点 在 同 
一 个 圆 上 .证 明 四 点 共 圆 的 方法 较 多 ,以 下 从 解析 法 .几何 法 两 个 视角 分 别 给 出 并 评析 每 种 
解法 的 特点 及 分 类 . 

(1) 解析 法 视角 

以 坐标 为 工具 ,围绕 求 圆心 坐标 、 圆 的 半径 或 圆 的 方程 进行 运算 ,通过 代数 运算 达到 几 
何 证 明 , 充 分 体现 “以 数论 形 ”的 思想 . 


解法 1 ”由 题 意 有 灶 才 1 和 ol , 设 PQ 的 重 直 平分 线 为 4,, 则 1 的 方程 


为 y 一 站. 设 AB 的 中 点 为 M,AB 的 秋 直 平分 线 为 1,, 则 M i .的 方程 为 一 


,+1 与 1 的 交点 为 N- 让 


INP|=BVIT,|ABI-Vi+ (yy ， lz —zs|=—3, 


IAM|=3, NMI 3 


INA|=/IAMT TMNT 一 二 ， 
故 |NP|= |NA|. 
又 |INP|=|NQ|,|NA|= |NB|, 所 以 
|WNA|= NP |= |WB|= [We |: 


由 此 可 知 A.P.B .Q 四 点 在 以 N[ 下 2 池 为 罗 必 ,半径 长 为 3 的 圆 上 . 
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此 解法 称 之 为 交 轨 法 .此 法 证 明 四 点 共 圆 的 依据 是 圆 的 定义 “到 一 个 定点 的 距离 相等 的 
点 在 同一 个 贺 上 ”, 解 题 思路 清晰 自然 , 解 题 过 程 体现 了 “以 形 定数 ”, 但 计算 量 比较 大 . 


解法 2 同 解法 1 人 [- 构 国 1 人 人 ,4 与 14 的 交点 N(-&,4]. 


直人 
中 于 求 得 4[ 到 于 3 | a 


2 4 2 
y 一 一 V2z 十 1 
99 99 
2 2 2 2 
从 而 NP?==NQ G1° NA NB da 


NQ= NA =NP =NB. 
此 解法 也 是 一 种 变 轨 法 ,体现 的 是 以 坐标 为 工具 的 解析 几何 的 基本 思想 ,由 于 应 用 了 线 
段 的 垂直 平分 线 的 性 质 及 勾 股 定理 ,所 以 运算 量 略微 少 了 一 些 . 
从 以 上 两 种 解法 可 以 看 出 ,要 证 明 A、B、P、Q 四 点 共 圆 ,必须 要 找到 并 确定 所 共 圆 的 圆 
心 N. 而 围绕 如 何 确定 所 共 圆 的 圆心 N ,又 有 以 下 两 种 解法 . 


解法 3 由 第 (1) 问 求 得 人 [- 笃 - 人 人 ,又 设 A(zi,yi),B(zs,ys), 则 有 


zl 十 并 一 2 十 yz 三 41. 设 A、B、P.Q 四 点 共 圆 , 且 它 们 所 在 的 圆 的 方程 为 (x 一 a)? 十 (y 一 
四 一 于 ,将 A.B、P.Q 四 点 的 坐标 分 别 代 入 所 设 的 圆 的 方程 ,得 


(zi 一 4)2 十 (yi 一) 一 7r2(Czs 一 4)2 十 (ys 一 0)2 一 r’, 


于 是 有 
(zi 一 zz)(zi 十 zz 一 22) 十 (一 y%)(Cy 十 ya 一 20) 一 0， (0) 
2 于 Kas 一 一 2 ,zi 十 za 次 及 yi 十 ys 1 代入 @ 式 化 简 , 得 
2 一 2 十 准 -0 
x[ 有 上 (一 1 一 5)2 | a] H (1 一 5)? 一 r2 ,所 以 
V2a+26=0. 
V2 
te 
联 立 方程 组 , 求 出 解 , 并 且 解 唯一 为 
0 一 二 . 
8 


说 明 A、.B、P、Q 四 点 同 在 一 个 圆 上 , 且 圆 心 为 N(a .5), 不 难 证 明 | NA |= |NP|, 从 而 
A、B、P.Q 四 点 在 以 NN 为 圆心 ,| NA | 为 半径 的 圆 上 . 
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该 解法 依据 待定 系数 法 , 先 假设 A、B、P、Q 四 点 共 圆 及 圆 的 标准 方程 ,再 将 坐标 分 别 代 
入 圆 的 方程 ,并 利用 一 元 一 次 方程 根 与 系数 及 两 点 所 在 直线 的 斜率 公式 简化 运算 , 推 证 出 
A、B、P.\Q 四 点 共 于 一 圆 . 


解法 4 ”由 题 意 ?|[- 稚 ， 一 1 和 和 of] ,进一步 求 得 


4[2 一 人 6 本 a 所 i 
4 2 4 2 

因为 A、P、B.\Q 四 点 中 任意 三 点 均 不 共 线 ,因此 经 过 其 中 任意 三 点 (比如 A 、P、B) 有 且 
只 有 一 个 圆 , 设 过 这 三 点 的 圆 的 方程 为 (z 一 a)? 十 (y 一 5)?==r? ,将 这 三 点 的 坐标 分 别 代 入 ， 
联 立方 程 组 求 出 a 6b、r 的 值 , 从 而 确定 圆 的 方程 .再 将 第 四 点 (比如 Q) 的 坐标 代入 圆 的 方程 . 
若 此 点 的 坐标 满足 方程 , 即 得 证 .由 于 此 方法 计算 量 较 大 ,在 此 咯 去 不 证 . 

(2) 几何 法 视角 

在 平面 几何 中 ,证 明 四 点 共 圆 经 常 使 用 以 下 方法 . 

四 证 在 某 一 线段 (如 本 题 中 的 PB) 同 旁 的 两 点 (本 题 中 的 A 、Q) 对 此 线段 所 张 之 角 相 等 
(如 PAB = 人 PQB). 

@ 证 此 四 点 所 确定 的 四 边 形 ( 本 题 中 的 APBQ) 的 对 角 互 补 (如 本 题 中 的 <PAQ 与 
人 PBQ 互补 ). 

@ 相交 弦 定 理 的 北 定 理 : 对 于 凸 四 边 形 ABCD ,其 对 角 线 AC、BD 交 于 点 P,AP .PC= 
BP .PPD 扎 四 点 共 圆 . 

@ 割 线 定理 的 逆 定 理 : 对 于 凸 四 边 形 ABCD ,其 边 的 延长 线 AB、CD 交 于 点 P,PA… 
PB = 二 PC .PD 仿 四 点 共 圆 . 

@ 托 勒 密 定理 的 着 定理 :对 于 凸 四 边 形 ABCD,AB .CD+AD.BC=AC.BD 全 四 点 
共 贺 . 

就 本 题 而 言 ,结合 上 述 方法 DG@) ,证 明 四 点 共 圆 又 出 现 了 以 下 解法 . 

解法 5 ”通过 证 明 人 PAB = 人 PQB .求证 A、P、B、Q 四 点 共 圆 . 到 0 
为 方便 ,我 们 把 原 图 中 的 相关 图 形 分 离 出 来 ,如 图 9.6 所 示 . 由 题 意 有 


了 [- 交 国 1 和 aa| ,通过 联 立 椭圆 C 与 直线 的 方程 解 得 : 


P B 
AE 二 | 1 图 9.6 
如 ” 攻 于 
用 斜率 公式 求 得 Kas V2 ,Km 一 2 ,Kap 一 2V2 十 V6 ,Ka 一 一 V6 一 2V2. 
所 以 ,tanZPAB 一 32 十 V6 ， 
3 十 2V3 
3V2 十 V6 


tan 二 PQB = 
3 十 2V3 


190 数学 解 题 研究 一 一 数学 方法 论 的 视角 


即 和 PAB 一 人 PQB ,从 而 A、B、P、Q 四 点 共 圆 . 

此 解法 虽然 是 依据 几何 原理 ,但 证 明 仍 以 坐标 为 桥梁 ,通过 计算 斜率 ,再 由 直线 斜率 求 
两 直线 的 夹 角 , 从 而 证 明 角 相 等 ,达到 证 明 四 点 共 圆 的 目的 . 

解法 6 ”通过 证 明 二 PAQ 与 人 PBQ 互 补 , 求 证 A.B、P 、Q 四 点 共 圆 .为 方便 ,我 们 把 原 
图 中 的 相关 图 形 分 离 出 来 ,如 图 9.7 所 示 . 


一 lt 2 1 
4 2 4 2 2 
a(E,1] Ki =- 人 -2EKw 一 V6 十 2V2 ,Kap 一 2V2 — V6, 


要 B 
图 9.7 
K sa =—2V2 一 V6. 
则 tan 一 PAQ =4V2 ,tan 人 PBQ== 一 4V2, 由 人 PAQ、LPBQ E€ (0,r), 有 二 PAQ 十 
PHBQ =r, 所 以 A、B、P、Q 四 点 共 圆 . 


此 解法 通过 证 明 四 边 形 的 对 角 互 补 , 达 到 证 明 A.B、P、Q 四 点 共 圆 的 目的 ,从 中 显 出 
“以 坐标 为 桥梁 ”的 作用 . 
解法 7 ” 四边形 对 角 互补 的 另 一 种 证 法 . 


夺 中 a |] [人 1] ae 一 类 V3 二 1] .人 2 eh 


4 2 4 2 
可 以 求 册 PA 一 22 一 光 a :|， 
三 ” 泡 和 “小 
好 3 
一 十 一 
所 以 ,cos( PA ,PB) EE -33 
IPA||PB| 1 
同 理 ,Gi =[ V2+V6 _1 4].B-( V2 —V6 1 二 各]， 
4 4 2 
3 
所 以 cos(OZ 08) 一 4， -_Y3, 
IlQA | 1QB| 11 


又 (PA,PP) € (0,7),(QA,QB) € (0,7),LAPB + 人 LAQB ==x, 从 而 A、.B.P.Q 四 

本 解法 以 坐标 为 桥梁 ,以 向 量 为 工具 ,应 用 向 量 的 积 求 两 个 向 量 的 夹 角 ,通过 证 明 四 边 
形 的 对 角 互 补 , 证 明 四 点 共 圆 . 

以 下 用 框图 表示 第 (2) 问 各 种 解法 之 间 的 关系 ,如 图 9.8 所 示 . 

任何 一 个 数学 知识 在 各 自 产 生 和 发 展 的 过 程 中 ,都 与 其 他 概念 相关 联 ,这 种 关联 既 有 纵 
向 联系 ,也 有 与 其 他 知识 的 横向 联系 ,这 种 知识 间 的 本 质 联系 就 是 “知识 网 络 "一 题 多 解 不 
仅 解法 灵活 ,显现 出 解 题 者 的 不 同 水 平 ,更 能 折射 出 题目 所 依附 的 “知识 网 络 ”本 题 的 一 题 
多 解 所 折射 出 的 知识 网 络 如 图 9.9 所 示 . 
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解法 1 解法 2 解法 3 解法 4 
交 轨 法 | | 待定 系数 法 
解析 法 
确定 圆心 
征 四 点 共 加 确定 半径 
几何 法 
角 相 竺 角 互 补 角 互 余 | 


二 二 解法 7 


向 量 的 夹 角 | 过 | 向 量 5 一 一 一 | 向 量 的 模 


| | 


点 的 坐标 | 一 -~| ”距离 
倾 科 角 上 一 | 旬 闵 |- 一 | 直线 的 位 置 关系 | ~| 平行 
两 直线 夹 角 -| 两 直线 相交 | 一 | 交 虹 


| 


垂直 


一 一 一 圆 的 半径 


第 三 节 ， 解 题 错误 的 类 型 与 归 因 


会 影响 


解 题 的 过 程 中 会 出 现 各 种 各 样 的 错误 , 像 审 题 不 清 .考虑 不 全 面 . 计 算 玻 漏 等 ， 
思考 ,以 至 于 不 能 一 次 性 正确 地 解决 问题 . 
一 、 常 见 的 数学 解 题 错误 类 型 

解 题 错误 的 原因 , 除 知识 结构 不 完善 之 外 ,还 应 考虑 到 解 题 者 认 知 结构 上 的 不 足 .常见 
的 解 题 错误 分 为 四 大 类 :知识 性 错误 .逻辑 性 错误 .策略 性 错误 ,心理 性 错误 . 
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1. 知识 性 错误 

知识 性 错误 主要 是 指 由 于 数学 知识 上 的 缺陷 所 造成 的 错误 ,如 误解 题 意 、 概 念 不 清 、 记 
错 法 则 .用 错 定理 .不 顾 范围 使 用 等 .核心 是 所 涉及 的 内 容 是 否 符合 数学 事实 . 

例 9.8 已 知 关 于 z 的 不 等 式 (m? 一 4)zx’ 十 (m 十 2)z 一 1 放 0 的 解 集 为 空 集 ,求实 数 
的 取 值 范围 . 

错 解 ”关于 x 的 不 等 式 (m? 一 4)z2 十 (十 2)z 一 1 二 0 的 解 集 为 空 集 ,说 明 函 数 > 一 
Gm 一 4 十 (mm 十 2)z 一 1 的 函数 值 都 要 等 于 或 小 于 零 , 则 需 满足 


We 一 上 之 坑 世 225 
= 6 
ls (7 十 2)2 一 4(m2 一 4)( 一 1) 和 0 2 委 和 ua 委 5， 


解 得 :一 2 二 m 过 .所 以 实数 m 的 取 值 范围 为 一 2 二 mm 过 5 


分 析 错误 的 原因 在 于 忽视 了 对 二 次 项 系数 m? 一 4 二 0 这 种 情形 的 讨论 . 梁 ?* 一 4 一 0 
时 ,不 等 式 (m? 一 4)z? 十 (m 十 2)z 一 1 之 0 就 是 一 元 一 次 不 等 式 . 

正解 ” 当 浆 王 一 2 时 ,不 等 式 (m: 一 4)z2 十 (m 十 2)z 一 1 二 0 变 为 一 1 过 0, 此 时 不 等 式 
的 解 集 为 空 集 , 所 以 m = 一 2 满足 题 意 . 

当 m= 二 2 时 ,不 等 式 (m? 一 4)zx? 十 (m 十 2)z 一 1 之 0 变 为 47 一 1 记 0, 此 时 不 等 式 的 解 集 


i 计 ,不 是 空 集 ,所 以 m 二 2 不 满足 题 意 . 


当 m 头 土 2 时 ,不 等 式 (m? 一 4)zx ?十 lm 十 2)zx 一 1 之 0 为 一 元 二 次 不 等 式 . 解 集 为 空 集 ， 
则 必须 满足 


为 人 


me —2<m<=2?2, 


本 6 
A=(m++2)—4(m’—4)(—1)<0 2 委 浆 委 云 ， 
9 


综 上 所 述 , 实 数 m 的 取 值 范围 为 一 2 过 m 过 


2. 逻辑 性 错误 

从 本 质 上 来 说 ,逻辑 也 属于 知识 范畴 .一 部 分 数学 解 题 出 错 的 原因 在 于 逻辑 ,而 不 在 于 
数学 .主要 有 以 下 几 种 表现 : 潜在 假设 , 即 还 没 经 过 讨论 论证 的 ,就 认为 是 正确 的 、 必 然 的 . 
例如 “圆锥 的 轴 截 面 在 过 顶点 的 所 有 截面 中 面积 最 大 ”, 这 个 问题 如 果 没 经 过 证 明 很 难 判断 
其 正确 性 .这 一 点 ,在 立体 几何 的 证 明 题 中 经 常 出 现 ; @ “偷梁换柱 ”; 加 对 参数 的 分 类 不 当 ; 
@ 非 等 价 变换 ; “循环 论证 ”; @ 因 果 关 系 不 明 等 . 


例 99 函数 y 一 cosr,z E | 一 二 .要 | 的 值 二 是 ). 


_ V3 一 工 
| B:[—131 C. [| D. | 2 可 | 


ala 


第 九 章 ”反思 : 解 题 的 延伸 193 


分 析 有 人 错 选 C, 误 以 为 最 值 在 定义 域 的 端点 取得 ,这 就 犯 了 潜在 假设 的 错误 . 
例 9.10 ”如 图 9.10 所 示 ,在 三 棱锥 S 一 ABC 中 ,AC=BC=a ,SC 一 5， 人 


ACB ==120", 人 ACS = 一 BCS 二 90°, 求 二 面 角 S 一 AB 一 C 的 正切 值 . 
错 解 
(1) 过 S 作 AB 的 垂 线 , 连 结 CD. 
D 


(2) 因为 SC | AC,SC | BC ,由 三 垂 线 定理 知 CD | AB. 
(3) 则 二 SDC 即 为 二 面 角 S 一 AB 一 C. 图 9.10 


(4) 在 ABCD 中 ,LCBD =30", 所 以 CD -0 


(5) 在 ASCD 中 ,tan 人 SDC = 一世. 


分 析 ”因果 关系 不 明 在 解 题 中 比较 普遍 ,尤其 在 论证 题 中 .上 题 主要 有 下 面 几 点 不 清楚 . 
(1) 垂 足 没 指明 . 

(2) 先 证 SC 上 平面 ABC. 

(3) 二 面 角 与 平面 角 是 两 个 不 同 的 概念 . 

(4) CBD =30" 成 立 的 理由 不 足 . 


(5) 求 tan 人 SDC = 蕊 之 前 ,应 证 明 ASCD 是 直角 三 角形 . 
3. 策略 性 错误 
策略 性 错误 是 指 解 题 思路 阻塞 或 一 种 策略 产生 错误 导向 ,或 指 一 种 策略 明显 增加 了 过 


程 的 难度 和 复杂 性 ,由 于 时 间 的 限制 ,问题 最 终 得 不 到 解决 .主要 有 两 种 : 四 方法 不 当 ; @ 不 


能 正确 转化 问题 或 运用 模式 . 
例 9.11 已 知 tana 一 工 , 求 -sne 十 cosa 的 值 ? 
3 2sina 一 3cosa 
繁 解 因为 tana 一 于 ,所 以 an 和 一 一 3+V10 或 tan 生 一 一 3 一 VD 
一 6 十 2Vi0 一 18 十 6V10 
当 tan 马 一 一 3 十 Vi0 时 ,sin ,COsS 9 
2 ” 20_6/0 206 


—6+2V10 | 二 18 十 6VI0 
20 一 6Vi0 20 一 6Vi0 

> 二 6 十 2VI0 sx = EEO 
20—6V10 20—6V10 


当 tan 地 二 一 3 一 V10 时 , 同 理 可 得 诛 式 一 1. 


tang 十 1 
2tana 一 3 


原 式 


优 解 ” 原 式 一 


4. 心理 性 错误 
有 时 , 解 题 者 虽然 具备 了 解决 问题 的 必要 知识 和 技能 ,但 可 能 由 于 某 些 心 理 原因 解 题 


二 
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(1) 心理 能 力 的 缺乏 .这 里 所 说 的 心理 能 力 包括 识别 能 力 、 记 忆 人 能力、 信息 加 工 能 力 、 想 
象 能 力 .比如 一 个 三 角形 里 有 多 条 线段 的 图 形 ,对 于 感知 能 力 较 差 的 人 在 识别 特定 三 角形 的 
过 程 中 就 会 产生 消极 影响 .人 的 记忆 就 像 一 个 能 改变 容量 的 仓库 , 随 着 年 龄 而 发 生变 化 ,我 
们 发 现 当 一 个 习题 的 数据 较 多 的 时 候 , 有 些 人 往往 顾此失彼 . 

(2) 没有 正确 的 心态 .和 谐 漂亮 的 量 的 关系 ,人 们 容易 接近 ;反之 ,大 多 数 人 会 产生 抗拒 


心理 .如 换 底 公式 log.b 一 | 芭 ,因为 形 美 而 容易 被 记 住 ,但 有 时 却 会 犯 下 如 二 一 2=>x > 了 


的 错误 . 

(3) 停留 在 旧 知 识 结 构 中 .大 家 知道 , 随 着 每 天 的 学 习 , 旧 的 知识 结构 应 不 断 被 打破 ,但 
由 于 思维 的 惰性 必然 出 现 不 同 程度 的 停留 ,也 会 导致 错误 .比如 学 习 一 元 二 次 方程 是 在 实数 
范围 内 , 当 学 习 了 复数 后 ,应 作 具 体 分 类 思考 . 

(4) 缺乏 “整体 观念 ”. 例 如 要 求 函数 > 一 sina 十 cosa 十 2sina cosa 的 值 域 ,如 果 把 sine 和 
cosa 看 成 两 个 独立 的 元 素 , 显 然 不 好 入 手 .但 如 果 把 sina 十 cosa 和 sina cosa 作为 整体 对 待 ， 
就 容易 联想 到 用 换 元 法 来 解决 . 

i 


例 9.12 ”实数 4 为 何 值 时 , 圆 z ?十 y* 一 2ar a 一 1 二 0 与 抛物 线 y* 二 + 有 两 个 公共 点 ? 


错 解 将 轩 z* 十 y* 一 24z 十 a? 一 1 二 0 与 抛物 线 y? 一 于 联 立 ,消去 y, 得 


Eg (2 EE Ha:—1=0 (zx 宇 0). (OY 
A 一 0， 
因为 有 两 个 公共 点 ,所 以 方程 D 有 两 个 相等 正 根 ,得 124 一 过 >0, 
a’:—1>0. 


解 之 ,得 6 一 已. 
分 析 如 图 9.11 和 图 9.12 所 示 , 显 然 , 当 a = 二 0 时 , 圆 与 抛物 线 有 两 个 公共 点 . 


ph 了 


ss 


图 9.11 图 9.12 


要 使 圆 与 抛物 线 有 两 个 交点 的 充 要 条 件 是 方程 有 一 个 正 根 一 个 负 根 或 有 两 个 相等 
的 正 根 . 
A 0， 


当 方 程 @ 有 一 个 正 根 .一 个 负 根 时 ,得 | 解 之 ,得 一 1 之 a 过 1. 
攻 一 由 二 有 
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因此 , 当 4 一 号 或 二 1 一 a 之 1 时 ,并 zx? 十 y* 一 24z 十 a? 一 1 一 0 与 抛物 线 y* 一 了 有 
两 个 公共 点 . 
二 、 中 学 数学 解 题 错误 归 因 

1. 知识 遗忘 .概念 模糊 


例 9.13 过 原点 的 动 直线 / 与 抛物 线 C:y? =4(z 一 2) 有 公共 点 , 求 / 的 倾斜 角 范 围 . 
错 解 ” 设 动 直线 ! 的 方程 为 y 二 tan9。， xz , 带 入 C, 化 简 得 


Zaztanb 一 4z 十 8 一 0. 
因为 1 与 C 有 公共 点 , 则 A 三 0, 即 


1 2 2 
16 一 32tan20 三 0,tan20 < 可 是 之 tan 三 
2 2 
所 以 ， = aretan 2 0 <arctan 


分 析 此 题 的 正确 答案 应 为 0 过 0 过 aretan 必 或 一 aretan'9 过 9 三. 错误 的 原因 是 


由 于 对 直线 倾斜 角 的 概念 模糊 ,忘记 了 0 过 9 过 x. 
2. 对 有 关 定 理 法则、 公式 等 的 理解 不 准确 , 生 搬 硬 套 
1 
例 9.14 xl 一 3 与 罗 zx? 十 y? 二 5 相交 的 弦 长. 
y 一 3 十 上 t 


1 
错 解 吕 一 34 代入 xz? 十 y* 二 5, 并 整理 得 
y 一 3 十 上 t 


5t? 十 24t 十 16 = 二 0,t1 4,ts 


则 所 求 弦 长 & = | 与 一刀 |= 茸 


£ =z tos 


分 析 一 般 地 ,方程 | (ft 为 参数 ) 表示 经 过 点 Pu(zs ,yo) .倾斜 角 为 a 的 
y=yo tsina 


直线 参数 方程 ,参数 上 的 几何 意义 是 由 上 所 确定 的 点 P(z ,y) 到 Po (zo ,yo) 的 距离 等 于 |t|. 


i 各 I 取 0w1 为 参数 ) 表示 过 点 PoCzo，yo) .斜率 为 上 的 直线 , 当 a* 十 关 


i . 
1 时 ,这 里 的 参数 :无 上 述 几 何 意义 .在 例 9.14 中 ,a = =1 sa? 十 b? 关 1. 由 于 对 知识 生 搬 硬 
套 , 错 误 地 把 4 当成 定点 (0,3) 到 动 点 的 有 向 距离 . 

在 例 9.14 中 , 若 令 上 一 


t 


天， 
三 
Mai to V5 
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原 方程 为 | 人 ， 则 可 求 得 歼 长 为 & 


三 3 十 二 1， 
V5 
3. 审题 不 全 面 , 解 题 中 遗漏 部 分 已 知 条 件 
例 9.15 已 知 方程 |z |=az 十 1 有 一 个 负 根 ,而 且 没 有 正 根 , 求 a 的 范围. 
错 解 ” 因 为 方程 有 一 个 负 根 , 设 z 二 0, 则 


工 一 ar 十 1, 工 < 


所 以 a > 一 1. 

分 析 上 述 解 答 忽 视 了 “没有 正 根 ” 这 一 重要 条 件 .其 正确 解法 应 补充 : 

若 令 x 二 0, 得 a 二 1, 因为 方程 没有 正 根 ,所 以 a 之 1. 

4. 对 隐 含 条 件 分 状 不 清 

例 9.16 已 知 方程 47? 一 4mz 十 2m 一 3 二 0 有 两 个 实 根 , 当 m 为 何 值 时 ,两 个 实 根 平方 
和 有 最 小 值 . 

错 解 ” 令 方程 两 个 实 根 为 xz， 和 xz , 则 


本 本 | 2 2 3 1 
有 1 十 元 2 十 元 o 2zizrs 一 710 m m i 


当 n = 广 时 ,zx? 十 xz; 有 最 小 值 . 


分 析 ony 隐 含 条 件 . 
事实 上 ,因为 方程 有 两 个 实 根 , 则 


A=(—4m)’—4X4X (2m+t3) 0, 
得 m € (一 ,一 1] U [3, 十 co)， 
再 应 用 二 次 函数 的 单调 性 , 易 得 当 靖 一 一 1 时 ,zf 十 zx 有 最 小 值 到 


5. 观察 图 形 不 全 面 
例 9.17 已 知 A( 一 2,3)、.B(3,0) 和 直线 1:kx 一 y 一 1==0, 如 图 9.13 ph 
所 示 , 若 直线 ! 和 线段 AB 无 公共 点 , 求 & 的 范围 . 


4A 
错 解 ” 因 为 线段 AB 的 斜率 ks 一 一 了 ,直线 We 下 


P(0, 一 1) 的 一 条 直线 .所 以 当 关 一 于 时 ， 直线 / 与 线段 AB 无 公共 点 . 0 Bx 
分 析 上 述 做 法 是 错误 的 ,因为 1 与 线段 AB 无 公共 点 . 除 关 有 as 图 913 
外 , 当 有 二 ksp 或 & 之 Aap 时 也 无 公共 点 .正确 答案 应 为 一 2 二 去 椰 
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6. 审题 不 清 或 出 现 增 解 
由 于 未 审 清 是 意 , 对 题 中 了 全 条 件 没有 引起 充分 注意 ,往往 会 出 现 增 角 - 

例 9.18 ”二 次 方程 xz: 一 az 十 2 一 0 的 两 个 根 为 sing 和 cosb , 求 点 P(a ,2) 的 轨迹 方程 . 
错 解 由 市 达 定 理 知 人 一 消去 0， 得 点 Pa ,0) 的 轨迹 方程 为 wz 20 一 1 


=sing 。cosb 
分 析 此 题 的 解答 结果 出 现 了 增 解 , 其 原因 是 忽略 了 sing 和 cosg 有 界 性 这 一 隐 含 条 件 . 
其 正确 的 解法 应 补充 为 
又 A=a’:— 46 = (sing 十 ecosg)2: 一 4sing 。cosb 一 (sinbg — cosb0)* 达 0, 且 a= 


JEsin|0 十 王 ] 4 一 二 sin20， 则 |a| 雯 \， 1 二 羡 .所 以 ,P (a,b) 的 轨迹 方程 为 a? 一 20 一 


1(lal<w2). 

例 9.19 如 图 9.14 所 示 , 将 曲线 log:z 十 logsy ==2 沿 z 轴 向 右 平 
移 两 个 单位 , 沿 > 轴 向 上 平移 一 个 单位 ,此 时 与 直线 zx 十 y ==a 相 切 , 求 
a 的 值 . 

错 解 ” 由 题 意 知 ,平移 后 的 曲线 方程 为 log; (x 一 2) 十 logs (y 一 1) 二 
2, 即 (z 一 2)(y 一 1) = 4,(z 之 2,y 之 1). 这 时 曲线 与 直线 x 十 y= a 
相 切 . 

于 是 有 (zx 一 2)(a 一 xz 一 1)= 4, 即 x? 一 (a 十 Dz 十 24 十 2= 0,A= (a 十 1)? 一 8(a 十 1) 
0, 解 得 a = 一 1 或 a=7. 

分 析 在 此 题 的 答案 中 , 当 4== 一 1 时 ,zx =0 不 合 题 意 , 即 a = 一 1 为 增 解 ,很 容易 被 忽略 . 

7. 解 题 不 规范 或 出 现 漏 解 

在 解 题 过 程 中 ,没有 严格 遵循 解 题 顺序 ,有 时 会 出 现 漏 解 . 

例 9.20 解 方程 lg(x 一 3)? =2. 

错 解 ”由 原 方程 得 2lg(x 一 3) =2, 即 lg(zx 一 3) ==1. 所 以 ,zx 一 3==10, 则 xz 一 13. 

分 析 显然 x = 一 7 也 是 原 方程 的 解 . 它 是 在 方程 变形 时 ,缩小 了 自 变 量 的 允许 值 范围 ， 
从 而 导致 漏 解 . 

在 解 题 中 出 现 增 解 和 漏 解 , 实 质 上 也 是 错 解 , 因 此 ,必须 严格 要 求 , 认 真 审 题 , 找 出 隐 含 
条 件 ,严格 遵循 解 题 顺 序 .注意 方程 的 恒 等 变形 , 求 出 结果 时 认真 检验 ,防止 出 现 增 解 和 漏 解 
现象 . 


第 四 节 “ 形 ” 与 “ 质 ” 的 比较 与 分 析 


顾名思义 ,“ 形 ”是 指 问题 的 形式 ,“ 质 ”是 指 问题 的 本 质 . 日 积 月 累 , 当 我 们 把 许多 数学 问 
题解 决 以 后 ,会 发 现 一 些 问 题 总 是 在 形式 上 有 差异 ,但 所 运用 的 方法 或 原理 相同 ;而 有 些 问 
题 虽然 看 上 去 形式 相似 ,但 本 质 上 却 有 很 大 不 同 .对 于 形 异 质 同和 形 同 质 异 问题 的 反思 ,有 
助 于 我 们 更 好 地 理解 数学 问题 的 本 质 , 提 高 观察 ,分 析 和 解决 问题 的 能 力 . 
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一 、 形 异 质 同 


“ 形 同 质 蜡 ” 意 即 若干 问题 间 看 似 没有 什么 关联 或 相似 性 ,但 究 其 本 质 却 是 相同 的 . 

例 9.21 3 个 班 分 别 从 5 个 风景 点 中 选择 1 处 游览 ,不同 选 法 的 种 数 有 多 少 ? 

分 析 3 个 班 分 别 从 5 个 风景 点 中 选择 1 处 游览 的 不 同 选 法 等 价 于 从 集合 A = 二 {1,2,3) 
到 集合 B= 二 {a ,b,c,d,e} 的 映射 的 个 数 .可 分 为 三 类 :第 一 类 3 对 1, 共 有 Ci 种 可 能 情况 ;第 
二 类 2 对 1 和 1 对 1, 共 有 C3A? 种 可 能 情况 ;第 三 类 3 对 3, 共 有 As 种 可 能 情况 .根据 加 法 原 
理 ,共有 Q 十 CA? 十 A 二 125( 种 ) 不 同 的 选 法 . 

也 可 以 从 乘法 原理 的 角度 进行 理解 ,第 一 个 班级 有 5 种 选 法 ,其 他 两 个 班级 也 是 这 样 ， 
共有 的 选 法 就 是 5X 5X5==125( 种 ). 

让 我 们 再 看 下 面 几 道 题 . 

(1) 一 辆 公交 车 有 5 个 下 客站 , 则 车 上 3 名 乘客 不 同 的 下 车 方式 种 数 是 多 少 ? 

(2) 3 名 工人 分 别 要 在 5 天 中 选择 1 天 休息 , 则 不 同 选择 方法 的 种 数 是 多 少 ? 

(3) 将 3 封 信 投 入 5 个 邮 简 , 则 不 同 的 投 法 种 数 是 多 少 ? 

(4) 3 名 同学 去 听 同 时 进行 的 5 个 课外 知识 讲座 ,每 名 同学 可 自由 选择 听 其 中 的 1 个 讲 
座 , 则 不 同 的 选 法 种 数 是 多 少 ? 

(5) 3 名 学 生 分 别 编 入 5 个 班级 , 则 不 同 的 编排 方法 种 数 是 多 少 ? 

以 上 几 道 题 的 形式 各 不 相同 ,但 解 题 的 思维 本 质 完 全 相同 ,都 是 求 从 集合 A = {ai,as， 
as} 到 集合 B= 二 {514,652,453,b4,bs) 的 不 同 映射 的 个 数 ,答案 都 是 5 . 

例 9.22 请 分 别 计算 以 下 各 题 . 

(1) 将 10 个 相同 的 小 球 分 装 到 3 个 不 同 的 盒子 中 ,每 一 种 分 法 中 的 盒子 可 以 为 空 ,共有 
多 少 种 不 同 的 分 法 ? 

(2) 三 项 式 (a 十 5 十 c)，” 的 展开 式 中 一 共有 多 少 项 ? 

分 析 在 本 例 (2) 中 ,三 项 式 (a 十 2 十 c)2 的 展开 式 各 项 的 基本 形式 都 是 aibic*, 且 i 十 
j 十 & 王 10, 本 质 上 与 (1) 相 同 , 也 可 以 看 成 是 将 10 个 相同 的 元 素 分 配 到 3 个 盒子 中 , 且 可 以 
出 现 空 盒 的 情形 .这 个 问题 的 解决 方法 是 插 板 法 ,可 以 把 求 非 负 整数 解 转 化 为 求 正 整数 解 ， 
即 求 T 十 J 十 K ==13( 其 中 T=i 十 1,J =j 十 1,K 一 上 十 1). 答 案 都 是 Ci 一 66( 种 ). 

例 9.23 已 知 关 于 xz 的 方程 sin?z 十 acosz 一 2a 一 0 有 实数 解 ,求实 数 a 的 取 值 范围 . 


sin?z 


分 析 ” 原 题 等 价 于 “ 求 函数 a = 的 值 域 ”, 易 知 
2 一 cosz 
i i 
lcs #4—008Y—3 i 3 
2 一 cosz 2 一 cosz 2 一 608 
人 cosz 十 ]+4s4 2V3. 
2 一 cosr 


又 2 一 cosz E [1,3], 故 0 委 a 委 4 一 2V3. 

又 如 以 下 三 题 . 

(1) 若 方程 zx? 一 cz 十 2a 一 1==0 在 x € [一 1,1] 上 有 实数 解 , 求 a 的 取 值 范围 . 
(2) 求 函数 二 .一 (|z | < 1) 的 值 域 . 


2 
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(3) 实数 a 为 何 值 时 , 圆 (z 十 2)? 十 y?==1 与 抛物 线 y? 一 一 cz 有 交点 ? 〈 设 过 十 2 一 cos0 ， 
yy 一 sin0) 


上 述 三 题 都 是 围绕 求 _ sim 的 值 域 这 一 核心 问题 进行 变化 和 延伸 的 ,核心 问题 解决 


2 — osx 
了 ,各 个 问题 也 就 不 攻 自 破 了 . 
接 下 来 我 们 比较 例 9.24 和 例 9.25 两 道 例题 . 


2 y 
例 9.24 如 图 9.15 所 示 , 已 知 离心 认为 的 本 加 C:z 二 7 已 好 
2 D 
副 一 1(e 0 > 0) 过 点 M(2,1),O 为 坐标 原点 ,平行 于 OM 的 直 5 
线 ! 交 椭 圆 C 于 不 同 的 两 点 A 、B. 
图 9.15 


(1) 求 椭 圆 的 方程 ; 
(2) 证 明 : 直 线 MA .MB 与 x 轴 围 成 一 个 等 腰 三 角形 . 
分 析 


En 2 
(1) 设 椭圆 C 的 方程 为 三 十 各 一 1(a 二 4 二 0). 由 题 意 得 


cy3 
间 2 a = 
a = a = 
4 和 
所 以 ,椭圆 方程 为 
pa y? a 
i 一 1. 


(2) 由 直线 LNOM ,可 设 4:y 一 了 < 十 m ,将 其 代入 椭圆 C 得 z2: 十 2mzz 十 2 一 4 一 0. 


设 A(zisy1)sBCzesy2);y 则 zi 十 z= 一 2 T1422 一 2722 一 4 
设 直线 MA .MB 的 斜率 分 别 为 Ai Ra， 


1 
Dy 1 2 m—1 于 1 | 1 ) 
Xx1—2 2 一 2 2 


则 Ai 十 Rs 二 
1 i l+mXx = 
Xi 二 于 革 2m’ 一 4 一 2( 一 2m) 十 4 
所 以 ,MBD = 人 MDB. 故 直线 MA .MB 与 x 轴 围 成 一 个 等 腰 三 角形 . 
例 9.25 如 图 9.16 所 示 , 圆 C 与 y 轴 相 切 于 点 T(0,2) ,与 x 轴 正 半 轴 相交 于 两 点 M、 
N( 点 M 在 点 N 的 左 侧 ) ,上 且 | MN |=3. 


(1) 求 圆 C 的 方程 ; 
(2) 过 点 M 任 作 一 条 直线 与 本 国生, 二 十 半 - 一 1 相交 于 两 点 A.B ,连结 AN .BN ,判断 


0. 
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人 ANM 与 和 BNM 是 否 相 等 ,车 相等 请 给 出 证 明 , 若 不 相等 请 说 
明理 由 . 

分 析 在 (1) 中 , 设 圆 C 的 半径 为 >(r 二 0) , 依 题 意 ,圆心 坐标 
为 (r ,2). 

由 |MN |=3, 知 7 =(3) 二 2, 解 得 一 2 


所 以 , 圆 C 的 方程 为 


2 
(= -了 十 (yy 一 222 =- 于. 


在 (2) 中 ,ANM = 人 BNM ,理由 如 下 . 

Q@ 当 AB | xz 轴 时 ,由 椭圆 对 称 性 可 知 “ANM = 人 BNM. 

四 当 AB 与 + 轴 不 重 直 时 ,把 y 一 0 带 和 方程 2) + 2): 一 踊 , 解 得 z 一 1 或 
工 一 4, 即 点 M(1,0)、,N (4,0), 设 直线 AB 的 方程 为 y =k(z 一 1). 


一 A(Z 一 1)， 
联 立 方程 位 消去 y 得 (k? 十 2)zx? 一 2k?z 十 R2 一 8 一 0. 
2z2? 十 一 8， 
设 直线 AB 交 椭 圆 卫 于 A(Czi,y)、 BCzayys) 两 点 , 则 zi 十 zs 2 TI1 Xs 8 
A ey 二 2" “ k? 十 2 
沁 Wy 3 yz Elxy = Ese 
NN rz—4 zz 一 4 zl 一 4 za 一 4 


2(k*—8) 10k? 
Et 
所 以 ， LANM = ZBNM. 
以 上 两 题 的 第 (2) 问 都 是 抓 住 了 两 个 角 所 对 应 直线 的 倾斜 角 互 补 这 一 本 质 ,进而 再 把 证 
明 两 个 角 的 相等 问题 转化 为 证 明 两 个 角 所 对 应 直线 的 斜率 互 为 相反 数 问题 ,从 而 使 问题 迅 
速 得 到 解决 . 
二 、 形 同 质 异 
有 些 数 学 问题 具有 一 定 的 迷惑 性 ,如 果 概 念 不 清 , 见 识 不 广 , 就 容易 混淆 ,错误 地 将 不 同 
问题 混为一谈 .所 以 通过 反思 形 同 质 异 的 题目 ,能 够 提高 辨别 能 力 ,避免 错 解 的 发 生 . 
例 9.26 请 判断 以 下 各 题 . 


(1) 已 知 p :实数 xz 满足 |5zx 一 2| 二 3;g: 实 数 z 满足 (x 一 3)(5z 十 1) 宇 0. 试 判断 mp 是 
一 g 的 什么 条 件 ? 


(2) 已 知 : 实 数 z 满 足 |57 一 2| 339: 实 数 z 满足 世 一 之 0. 试 判断 =p 是 mg 的 什 
么 条 件 ? 
分 析 两 题 中 集合 的 解 集 都 是 | 一 二 ,1 | ,第 CD 题 4 的 解 集中 含有 一 二 ,第 (2) 题 4 
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的 解 集中 不 含 一 二 ,由 此 两 题 中 的 -9 解 集 不 相同 ,因而 使 得 (1) 是 不 充分 不 必要 条 件 ,(2) 是 


充分 但 不 必要 条 件 . 

例 9.27 设 函 数 f(x)==V1i 十 57 十 a 。257. 

(1) f(z) 在 x € (一 吕 ,1] 有 意义 , 求 a 的 取 值 范围 ; 

(2) f(x) 的 定义 域 为 (一 ,1], 求 w 的 值 . 

分 析 “本数 在 A 上 有 意义 指 的 是 1 十 5 十 ae。25 宇 0 在 A 上 恒 成 立 , 属 于 不 等 式 恒 成 立 
问题 ;函数 定义 域 为 A 指 的 是 不 等 式 1 十 57 十 a*25” 三 0 的 解 集 为 A ,属于 解 不 等 式 成 立 
问题 . 


pe 下 + 人 ] :显然 > 
6 


[(#)" | (| 在 ,1] 上 为 增 丽 数 ，y 故 。 | | ~) 
5 "RE oi 25” 
(2) he heen = Vs 
和 5 5 2 
或 村 | < 一 一 1 
由 ( 计 ) > 之 一 二 一 各 ,得 xz <1og} 一 二 一 44， 又 因为 Cx) 的 定义 域 为 
(一 ce, 所 以 last 二 二 人 一 全 一 1, 得 4 一 一 站 


例 9.28 (1) 若 函 数 F(z)=z 十 Az 一 3 是 [1, 十 cc) 上 的 单调 递增 函数 ,求实 数 & 的 取 
值 范围 ; 
(2) 设 5, 三 n? 十 kn 一 3, 若 (56,) 是 单调 递增 数列 ,求实 数 & 的 取 值 范围 . 


分 析 第 (1) 题 利用 二 次 函数 的 单调 性 ,只 需 对 称 轴 一 全 < 1 而 第 (2) 题 当 一 全 二 1 时 ， 


能 得 到 数列 (5, } 是 单调 递增 数列 ,但 非 充 要 条 件 ,数列 的 图 象 是 离散 的 点 . 的 对 应 点 可 以 
在 对 称 轴 的 左 侧 , 其 余 的 点 在 右 侧 ,只 需 满足 51 的 对 应 点 的 位 置 最 低 .所 以 正确 的 做 法 是 将 


两 种 情形 全 部 考虑 进去 , 列 式 应 应 为 一 全 一方 三 1( 也 可 以 直接 由 5, 一 5, 之 0Cz E N+) 恒 成 


立 得 到 ) ,这 也 是 容易 错 的 地 方 . 

例 9.29 ”对 不 等 式 z 十 (a 十 1) Vz 十 a 二 0, 分 别 求 出 满足 下 列 条 件 的 实数 a 的 取 值 
范围 . 

(1) 不 等 式 的 解 集 为 [0,3); 

(2) 不 等 式 在 [0,3) 上 有 解 ; 

(3) 不 等 式 在 [0,3) 上 恒 成 立 ; 

(4) 不 等 式 的 解 集 是 [0,3) 的 子 集 . 

分 析 由 z 十 (a 十 1) Vz 十 a 二 0S(CVz 二 1D)CVz +a) 过 0 Vz +a 过 0 
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当 a 三 0 时 ,Vz 十 a 二 0 无 解 , 原 不 等 式 解 集 为 空 集 ; 当 a 二 0 时, 原 不 等 式 解 集 为 
(0,a2). 则 

(1) 必须 且 只 需 a 二 0 时 ,[0,3)==[0,a?)Sa?==3 且 a 二 0, 故 a = 二 一 V3; 

(2) 必须 且 只 需 [0,3) 站 (0,a?) 关 如, 则 a 二 0 时 均 适合 , 即 a € (一 ,0); 

(3) 必须 且 只 需 [0,3) 万 [0,a?), 且 a 二 0Sa? 宇 3 且 a 二 0, 则 a 二 一 V3, 即 a € (一 co， 
—V3]; 

(4) 应 有 a 二 0 时 ,[0,a?) 己 [0,3), 此 时 a € [一 V3 ,0) 或 为 空 集 (a 宇 0 时 ), 故 a € 
[—V3,+o%). 

上 述 四 个 小 题 常 容易 混淆 ,通过 反思 各 种 解决 方法 的 不 同 ,能够 帮助 弄 清 四 个 不 同 的 概 
念 及 相应 的 解 题 方法 . 

例 9.30 设 M={a,bscwd},N = 二 {一 1,0,1), 取 适当 的 对 应 法 则 了. 

(1) 求 从 M 到 N 建立 不 同 映射 的 个 数 ， 

(2) 以 M 为 定义 域 ,N 为 值 域 的 函数 有 多 少 个 ? 

分 析 ”函数 是 特殊 的 映射 .M 到 NN 的 映射 允许 M 到 NN 的 多 对 一 、 允 许 N 中 存在 元 素 没 
有 原 像 ,而 以 M 为 定义 域 、.N 为 值 域 的 函数 要 求 N 中 的 每 一 个 元 素 在 M 中 都 有 元 素 与 它 对 
应 .事实 上 ,本 题 中 第 (1) 题 ,从 M 到 NN 建立 不 同 映射 的 个 数 为 34; 第 (2) 题 ,以 M 为 定义 域 ,N 
为 值 域 的 函数 有 36 个 .可 以 在 (1) 中 去 掉 M 中 所 有 元 素 对 应 N 中 一 个 元 素 和 M 中 所 有 元 素 
对 应 N 中 两 个 元 素 的 情形 ,这样 算 会 比较 麻烦 .也 可 以 换 一 个 角度 去 思考 ,M 中 选 两 个 元 素 
拥 绑 有 Ci 一 6 种 ,然后 相当 于 两 个 三 元 素 集合 之 间 的 一 一 对 应 有 6 种 ,再 运用 乘法 原理 得 
出 6X6 一 36( 种 ). 
CO) 


(一 oz 和 3)， 二 
2 


例 9.31 〈(1) 已 知 Fz) 一 人 ， 
Cr 之 3)， Wy 


0, 求 a 的 取 值 范围 ; 


太一 Dg， 的 过 台 
(2) 已 知 数列 fa,} 请 足 o 一 hoch (n EN1), 且 对 Vm.n EE Ni (mn) 


2 信之 但 


都 有 二 0., 求 e 的 取 值 范围. 


如 一 商 

分 析 ”数列 是 特殊 的 函数 ,定义 域 为 正 整 数 集 , 图 象 为 一 些 孤立 的 散 点 .数列 的 独特 性 
使 得 数列 的 单调 性 和 函数 单调 性 有 较 大 差异 .分 段 函 数 为 增 函数 需要 满足 : @D 左 支 \ 右 支 均 
为 增 函 数 ; @ 左 支 的 最 大 值 小 于 或 等 于 右 支 的 最 小 值 .而 分 段 数列 为 递增 数列 需要 满足 : 
@ 左 支 \ 右 支 均 为 递增 数列 ; @ 左 支 的 最 大 项 小 于 右 支 的 最 小 项 . 

(1) 由 题 意 f(z ) 为 递增 函数 知 

(3 一 a) > 0， 

Ws 解 得 a€ | 字 .3]; 

3(3—a) SS a, 

(2) 由 题 意 数列 (a, ) 为 递增 数列 知 
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(3—a)>0, [(3—a)>0, 

> n> ee (se 
as =aus Ma) Sams 

例 9.32 已 知 常数 p 0, 若 函数 f(z) 满足: 


GD) t=/(e -4] (zx E R), 求 f(z) 的 一 个 正 周期 ; 


(2) FCpz) =/ (pz - 引 c E R) , 求 f(z) 的 一 个 正 周期 . 


分 析 周期 函数 的 定义 :车 f(x ) 为 定义 在 D 上 的 函数 ,如 果 存 在 常数 工 取 0, 对 任何 
ZX ED 都 有 zx 十 TED, 且 f(z 十 T)==f (xz) 成立, 则 称 f(x) 为 周期 函数 ,常数 工 叫 作 
f(z) 的 一 个 周期 . 


对 于 f(z) = 人 -二 祭 霹 R) ,很 明显 分 为 A(x) 的 一 个 正 周 期 . 


复合 两 数 的 周期 不 能 简单 套用 周期 函数 定义 ,否则 会 得 到 错误 答案 .事实 上 ; 令 F(z)= 
f(pz), 则 aE | 3)=7r[»( Se | ,由 题 意 下 (x) =F(z 一 去] 汤 知 人 》 草 一 个 正 
周期 为 二 , 即 (px) 的 一 个 正 周期 为 

特别 指出 :函数 f(z ) 为 定义 在 D 上 的 周期 函数 ,最 小 正 周期 为 全 , 则 函数 y= 二 f(az 十 


0)( 天 0,azr 十 ED) 是 以 TT 为 最 小 正 周期 的 周期 函数 . 


例 9.33 已 知 函 数 f(z) 一 2z3 十 4z2 一 40zig(z) 一 7z2 一 28zx 一 t. 

(1) Vzri € [一 3,3j,Yzxs € [一 3,3], 都 有 (zi) 三 gCzs) 成立, 求 t 的 取 值 范围 
(2) VzieE [一 3,3],3xs € [一 3,3j, 使 f(zx1) 宇 g(xs) 成 立 , 求 1 的 取 值 范围 
(3) 3zx1 € [一 3,3],Yzs € [一 3,3j, 使 f(z1) 之 g (zi) 成 立 , 求 1 的 取 值 范围 
(4) 3zx1 € [一 3,3],3jzseE [一 3,3j, 使 f(x1) 之 g (x:) 成 立 , 求 1 的 取 值 范围 . 
分 析 ”本题 主要 涉及 全 称 命题 和 特 称 命题 相关 的 函数 问题 ,容易 引起 混淆 . 

(1 Yay € DiaVzs E Disflri) > gtrs) 成 立信 f(r Ys (ry 

(2) VziEDi,3jzs € Ds,f (zi) 之 g(x2) 成立 坟 f(x ) wn > g(x) mn; 

(3) 3x E Dr, Vis € Dorf (21) > 82) 戌 Vf) i 

(4) 习 2 €E Dy Izs E Drvf (rz1) = (ET4) 成 立 Sf > (a 


f(x)=6z’++8z—40=2(3z’++4zr 一 20) 一 3(3z 十 10)(z 一 2). 


Sf (= = ,有 fC2) 48,f(3) 30,f( 一 3) 一 102. 所 以 


f(z) 在 [一 353] 上 有 f(x)w 一 102,f(z)as 二 一 48.g (xz) 一 14r 一 28， 令 gz) 一 0 得 zo 一 
2, 且 g( 一 3) 一 147 一 上 ,g(2) 28—t,g(3) 21—z. 

抽 凡 总 42 二 在 人 一 359 上 上 奉 亲 6 三 型 7 一 区 亲人 ww 28 = 

(0 由 了 (ea 宇 f(z)wes 得 一 48 宇 147 一 故 f 守 1953 
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(2) 由 f(z)win 宇 g(x)mn; 得 一 48 宇 一 28 一 i, 故 1 之 20; 

(3) 由 (ois 计 BCC)mas 得 102 宇 147 一 23 故 z 宇 :453 

Wars 02 228—6 必 E1380 

例 9.34 ”如 图 9.17 所 示 ,(1) 在 等 腰 RtAABC 中 ,在 斜 边 AB 上任 取 一 点 M, 求 AM 小 
于 AC 的 概率 . 

C (2) 在 等 腰 RtAABC 中 ,过 直角 顶点 C 在 人 ABC 的 内 部 任 作 

一 条 射线 CM ,与 线段 AB 交 于 点 M, 求 AM 小 于 AC 的 概率 . 

分 析 这 两 题 的 区 别 在 于 等 可 能 基本 事件 不 同 , “在 斜 边 AB 
上 任 取 一 点 M” 与 “在 八 ABC 的 内 部 任 作 一 条 射线 CM”, 前 者 着 眼 
于 取 点 ,点 对 应 线段 ,所 以 应 考虑 线段 之 比 ; 后 者 对 应 于 作 射 线 , 射 
线 对 应 角 , 所 以 应 考虑 角度 之 比 . 
(1) 记 “AM 小 于 AC” 为 事件 A ,在 线段 AB 上 截取 AC’ = 二 AC. 当 点 M 落 在 线段 AC' 上 


GCC 人 
时 ,事件 A 发 生 , 则 POD 

(2) 如 图 9.17 所 示 , 连 结 CC', 则 和 ACC'= 67.5°, 记 “AM 小 于 AC” 为 事件 B, 当 人 ACM 一 
失误 


ACC ,事件 也 发 生 , 则 P(B) 一 905 4 


对 此 类 背景 相似 的 问题 ,一 定 要 弄 清楚 等 可 能 基本 事件 是 什么 ( 即 万 是 什么 ) ,事件 A 发 
生 到 底 与 哪些 点 对 应 ( 即 d 是 什么 ) ,只 有 从 正确 的 角度 切入 ,才能 得 到 正确 的 答案 . 

例 9.35 〈1) 设 有 一 个 正方 形 网 格 ,其 中 每 个 最 小 正方 形 的 边 长 都 等 于 6cm, 现 用 直径 
等 于 2cm 的 硬币 投掷 到 此 网 格 上 , 求 硬币 落下 后 与 格 线 有 公共 点 的 概率 . 

(2) 设 有 一 个 正方 形 ,其 边 长 等 于 6cm, 现 用 直径 等 于 2cm 的 硬币 投掷 到 正方 形 上 ,不 考 
虑 硬币 完全 落 在 正方 形 外 的 情况 , 求 硬币 落下 后 落 入 正方 形 的 概率 . 

分 析 ”这 两 个 问题 看 起 来 非常 相似 ,但 仔细 审题 不 难 发 现 , 前 者 是 “正方 形 网 格 ”, 后 者 
只 有 “一 个 正方 形 ”, 正 是 这 个 差异 导致 了 几何 区 域 D( 即 样本 空间 的 Q) 不 同 . 

(1) 在 正方 形 网 格 中 取 一 个 单位 格 ( 见 图 9.18) ,考虑 硬币 中 心 O 的 位 置 ,把 正方 形 各 边 
向 内 缩 lcm ,得 到 一 个 边 长 为 4cm 的 小 正方 形 , 当 点 O 落 在 小 正方 形 内 ,才能 保证 硬币 落下 


二 A 和 芋 
后 与 格 线 无 公共 点 . 记 *“ 硬 币 落下 后 与 格 线 有 公共 点 ”为 事件 A, 则 P(A) = 和 二 全 一 


4 M B 
图 9.17 


A 
62 9“ 


图 9.19 


(2) 本 题 要 考虑 硬币 部 分 落 在 正方 形 外 的 情况 .考察 硬币 中 心 O 的 位 置 ,几何 区 域 应 当 是 一 
个 圆 角 甜 形 ( 见 图 9.19) , 当 点 O 落 在 小 正方 形 A1B1C1D, 中 时 , 才 算 硬 币 完 全 落 入 正方 形 内 , 记 


第 九 章 反思 : 解 题 的 延伸 ”205 


y 3 小 正方 形 SAiaiciml 16 
< -方形 内 ” . 则 
要 币 落下 后 落 入 正方 形 内 ”为 事件 B, 则 P(B) Sane” a 


第 五 节 ”问题 的 拓展 与 延伸 


数学 问题 的 拓展 与 延伸 有 许多 方法 ,改变 问题 的 提问 方式 ,革新 问题 结构 与 覆盖 面 , 通 
过 类 比 拓展 问题 空间 ,将 问题 作 一 般 化 处 理 等 都 是 行 之 有 效 的 途径 . 
一 、 改 变 问 题 的 提问 方式 

一 题 多 变 , 举 一 反 三 ,从 点 到 面 形成 知识 网 络 ,可 以 深化 数学 理性 思维 的 发 展 .在 对 问题 
的 拓展 与 延伸 中 ,首先 是 改变 问题 的 提问 方式 .例如 ,把 证 明 题 改 为 探索 题 , 将 结论 隐蔽 起 
来 ,这 样 便 增加 了 难度 ;可 以 增加 中 间 的 设 问 ,把 单 问 改 成 分 步 设 问 ,这 样 就 降低 了 难度 .还 
可 以 改变 题 设 条 件 ,例如 ,适当 增删 已 知 条 件 ,隐蔽 条 件 明 朗 化 ,明显 条 件 隐蔽 化 ,直接 条 件 
间接 化 ,抽象 条 件 具 体 化 ,具体 条 件 抽象 化 ,还 可 以 将 问题 类 比 、 延 伸 、 拓 广 等 . 

例 9.36 将 4 个 不 同 的 小 球 放 入 3 个 不 同 的 盒子 中 ,有 多 少 种 不 同 的 放 法 .本 题 可 以 作 
如 下 变 式 . 

变 式 1 ”将 4 个 不 同 的 小 球 放 入 4 个 不 同 的 盒子 中 , 恰 有 一 个 空 盒 的 放 法 有 多 少 种 . 变 式 
1 和 原 问题 相 比 ,只 是 多 了 一 个 盒子 ,实质 上 还 是 4 个 不 同 的 小 球 放 入 3 个 不 同 的 盒子 ,但 比 
原 问题 难度 增 大 . 原 问题 的 解答 是 先 从 4 个 不 同 的 小 球 中 任 选 2 个 组 合 ,然后 相当 于 3 个 球 的 
全 排列 , 即 Ci 入 .而 变 式 1 的 解答 是 先 选 出 要 放 入 球 的 盒子 为 Ci ,再 就 是 类 似 原 问 题 CAj ， 
因而 结果 为 CiCiAi. 

变 式 2 ”将 编号 为 1.2,3、4 的 四 个 小 球 放 入 编号 为 1.2.3.4 的 四 [1] 
个 盒子 中 ,每 盒 恰 有 一 球 , 且 球 与 盒子 的 编号 不 相同 的 放 法 有 多 少 种 . 1—— 4 一 3 

变 式 2 和 变 式 1 相 比 ,将 球 与 盒子 分 别 编号 ,而且 要 求 球 的 号 码 
和 放 人 的 盒子 的 号 码 不 能 相同 ,难度 进一步 增 大 ,需要 考虑 的 情况 更 “ 
为 复杂 ,当然 解法 也 有 多 种 ,一 是 可 以 利用 间接 做 法 ,但 需要 排除 的 
情形 太 多 ,结果 是 At 一 (CiC3 十 Ct 十 1) 一 9. 这 里 提供 一 种 较为 简捷 图 语 榴 
的 方法 一 一 树 图 法 ( 见 图 9.20). 

将 编号 的 盒子 放 好 ,然后 1 号 盒子 中 先 放 入 2 号 球 ,这样 共有 3 种 不 同 的 放 法 ,类 似 地 ， 
若 1 号 盒子 中 放 和 人 3 号 或 4 号 球 , 同 样 也 各 有 3 种 不 同 的 放 法 ,因此 ,共有 9 种 不 同 的 放 法 . 通 
过 问题 情境 条 件 的 变换 ,解决 问题 的 方法 也 相应 改变 ,涉及 的 知识 点 和 方法 也 就 更 多 了 ,对 
问题 的 认识 就 会 更 全 面 ,更 便于 我 们 形成 和 梳理 知识 网 络 , 做 到 举一反三 , 触 类 旁 通 . 


二 、 革 新 问题 结构 与 覆盖 面 


1 


例 了 .37 已 知 充 大 0%y5 汪 0,2% 十 六 一 2. 求 二 十 记 的 最 小 值 . 
分 析 ”在 不 同 章节 知识 点 间 进 行 引申 与 推广 . 


(1) 已 知 z 计 0;y > 0 过 十 了 一 2, 求 2z 十 y 的 最 小 值 .( 将 条 件 与 结论 对 换 ) 
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(2) 已 知 函 数 y 二 一 2log, (zx 一 1) 十 l(a 之 0, 且 < 关 1) 的 图 象 恒 过 定点 A, 且 点 A 在 直 
线 mz 二 ny 一 4 二 0 上 ,其 中 wn 0, 求 2 十 二 的 最 小 值 . 

由 题 意 ,可 知 点 A 的 坐标 为 (2,1). 代 入 直线 方程 ,得 2m 十 n 二 4. 本 题 就 转化 为 : 若 2m 十 
二 4, 且 mn > 0, 求 二 十 二 的 最 小 值 . 


(3) 已 知 直线 1 过 点 P(2,1), 且 与 x 轴 、y 轴 的 正 半 轴 分 别 交 于 点 A、B. 求 直线 7 在 两 坐 
标 轴 上 截 距 之 和 的 最 小 值 . 


可 设 所 求 直线 的 方程 为 工 十 溯 一 1(a > 0.0 > 0), 由 于 过 点 PC2,1) ,可 得 二 二 二 1. 所 


1 
b 
以 ， 上 述 问 题 转化 为 :已 知 十 二 =1(e 二 0 二 0), 求 < 十 2 的 最 小 值 . 

(4) 若 直线 2az 一 by 十 2==0(a 之 0,6 之 0) 始终 平分 圆 zx: 十 y%: 十 2z 一 4y 十 1=0 的 周 
长 , 求 二 十 寺 的 最 小 值 . 

若 直线 平分 圆 的 周 长 , 则 此 直线 必 过 圆心 (一 1,2) ,整理 得 ac 十 2 王 1. 上 述 问题 转化 为 : 若 
4 十 0 一 1, 且 a 之 0,0 二 0, 求 二 + 立 的 最 小 值 . 


(5) 在 算式 9X 信 十 1X 口 =48 中 的 和信, 口 中 ,分 别 填 入 两 个 正 整数 ,使 他 们 的 倒数 和 最 
小 ,这 两 个 数 (A . 口 ) 应 分 别 为 


该 问题 即 为 ; 若 z 、,y E N; ,9z 十 ?一 48, 求 二 十 二 取 最 小 值 时 ,并 求 出 相应 的 =、y 的 值 . 


的 最 小 值 . 

该 问题 为 : 设 a = 二 sin?x 二 0, 一 cos2z 这 0. 车 a 十 b= 二 1( 因 为 sin?x 十 cos2z 一 1), 求 y 一 
卫 十 去 的 最 小 值 . 
a b 


4 
SL 


nr COS2 工 


三 、 通 过 类 比 拓展 问题 空间 


例 9.38 ”如 图 9.21 所 示 , 设 双 曲 线 z 一 y% 一 2018 的 左 、 右 顶点 分 别 为 Ai、A，,,P 为 其 右 
支 上 一 点 , 且 LA1PA: 一 4 了 LPA1A;:, 则 人 PA1A;: = ; 
分 析 设 直 线 PA1、PAs 的 斜率 分 别 为 ks, 则 i 二 
y ES 


tan/PAA; = 一 一, 一 tan 二 PA:F = 一 一, 即 
se ”VE 


y y? 


pa 
rx+Va0l8 工 一 V2018 一 2018 


因为 点 P(z ,y) 为 双 曲线 丰 支 上 的 一 点 : 则 有 交 一 x? 一 
2018, 代 入 上 式 , 得 ki 。ks 一 1, 即 tan 一 PA,A, :tan 人 PA,F= 1. 


ki » k; 
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因为 ZPA1As、 人 PAsF € (0",90), 则 和 PA1A;s 十 人 PAsF 一 90", 即 a 十 5a 一 90", 所 
=15;W ZPArA, =15°% 

类 比 1 把 题 中 双 曲 线 方程 中 的 “2018” 可 以 改 成 任意 的 正 实数 ,不 影响 结论 .在 这 一 改 
变 下 ,也 可 以 把 方程 改 成 “y: 一 zx?=a?:(a 0)”, 即 

“ 设 双 曲线 y? 一 zx? = 一 a2(a 二 0) 的 两 个 顶点 分 别 为 B,、B:,P 为 其 下 支 上 一 点 , 且 
ZLB1iPB, =4LPB1B;,, 则 LPB,B' = . 


类 比 2 更 进一步 地 ,可 以 把 方程 改 为 一 般 情形 , 即 "2 一 总 一 1(e .6 > 0)”. 于 是 原 题 
可 以 改编 为 ; 


“ 设 双 曲线 到 一 妆 一 1 已 全 0) 的 左右 顶点 分 别 为 A1、As,P 为 双 曲 线 上 异 于 顶点 的 
一 动 点 ,那么 ,直线 PA, .PA 的 斜率 乘积 是 定 值 吗 ? 请 说 明 你 的 理由 .” 
证 明 由 题 意 得 ,A;( 一 a,0),As(a ,0), 则 Ap kpa, 一 一。 一 > 沁 


wi i 


2 


又 点 PCz vy) 为 双 曲 线 上 一 点 , 则 有 y -2 人 = 1!] ,代入 上 式 ,得 


Q2 


2 pb’ 

一 1] re dy jog 
a a C 一 人 

kpa, * kpa, z? 2 2 2 加 3 ez 一 1.( 定 值 ) 


-= TT a a a 


类 比 3 发 散 思维 ,还 可 以 运用 类 比 的 方法 把 双 曲 线 拓展 延伸 到 椭圆 上 来 ,把 原 题 改 
编 为 : 


“ 设 本 圆 z 十 总 = 10 已 全 0) 的 左右 顶点 分 别 为 A, .A;,P 为 精 圆 上 异 于 项 点 的 一 动 
点 , 则 直线 PA, .PA 的 斜率 乘积 是 定 值 .* 


不 妨 设 椭圆 的 左 、 右 顶点 分 别 为 A1( 一 a,0)、As(a,0), 点 了 的 坐标 为 (zx ,y), 则 pa 。 
2 2 
hn, 一 一 又 点 P(z,y) 为 贿 国 上 一 点 , 则 有 y* 一 (1 一 三 ] ,代入 上 
so a 
ee 吁 
2 一气] 一 p? 人 
区 二 “和 ce 
式 , 得 kpal * kpa, a a 2 了 ez 一 1.( 定 值 ) 


类 比 4 类 比 本 题 思考 方法 ,也 可 以 思考 这 样 的 问题 . 
如 图 9.22 所 示 , 圆 上 任意 一 点 P 与 一 直径 的 两 个 端点 A、B(P 与 A、B 互 异 ) 的 连 线 的 斜 
率 之 积 等 于 一 1, 那 么 类 比 椭圆 ( 见 图 9.23) ,你 可 以 得 到 什么 结论 呢 ? 


如 图 9.24 所 示 , 设 梯 辆 的 方程 为 三 十 潜 一 1Ca .0 > 0), 弦 CD 过 本 贺 中 心 , 点 尸 是 和 
加 上 与 C.D 互 异 的 一 动 点 , 试 判 断 kpc .kpo 是 否 为 定 值 ? 并 写 出 证 明 过 程 
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Sh 
C 
4 B 
D 
图 9.23 图 9.24 
S yi 六 一 条 J 
证 明 设 PCz,y)\Clm,n).D( 一 m, 一 n), 则 kpc 二 skpp = , 即 
于 一 柿 Xm 
2 2 
be ,let 
kpc » kpp a 2 站 
二 一 敌 下 9， 五 一声 


2 2 
2 人 1 于 ol | Ce m?). 代 入 上 式 , 得 


a? a 
已 2 
一 一 一 人 本 
b ci 和 
kpc * kpp 加 加 加 加 e 1 
区 一 机 a a 


如 图 9.25 所 示 , 若 椭圆 的 中 心 在 原点 ,焦点 在 > 轴 上 , 弦 CD 过 椭圆 中 心 0, 点 P 是 椭圆 


2 
上 与 C.D 互 异 的 一 动 点 , 则 有 kc "ho 一 一 后 一 5 一 (将 第 一 种 情况 中 的 a .6 互 换 即 可 ) 


图 9.25 图 9.26 


把 上 述 结论 从 椭圆 类 比 到 双 曲 线 上 来 ,于 是 又 得 到 : 双 曲 线 过 中 心 的 弦 的 两 端 


类 比 5 
F 该 端点 的 任 一 点 的 连 线 的 斜率 之 积 为 定 值 . 当 焦 点 在 zx 轴 上 时 ,该 定 值 为 


点 与 双 曲 线 上 异 3 
人 一 1; 当 焦点 在 y 轴 上 时 ,该 定 值 为 -| 


小 伯 
事实 上 ,如 图 9.26 所 示 , 设 双 曲 线 2 一 到 =1(e. Te 


一 n), 且 PC.PD 与 x 轴 不 垂直 . 则 kpc 二 > 一 ,kp 二 > 一, 即 
这 一 玲 Pr J 
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池 一 入 区 十 元 32 一 了 22 
无 一 入 天 十 驮 一 人 


kpc * kpp 


2 2 
因为 点 P(r ,y)、Clm,n) 在 双 曲 线 上 , 则 y? 5 1) a 1]) 722 
a 


a 


2 2 2 
2 全 1] (Es 1] Ee m?). 代 入 上 式 , 得 


pb? 

一 (zz 一 722) 
2 BR 

一 党 肖 


kpc * kpp 


同 理 可 以 证 明 ,车 双 曲线 的 焦点 在 y 轴 上 ,PC.PD 与 x 轴 不 垂直 , 则 有 kpc :kop 一 
二 (将 上 面 证 明 过程 中 的 a.b 互 换 即 可 ) 
综 上 所 述 ,可 以 得 到 以 下 定理 . 
定理 1 已 知 酉 园 的 方程 为 三 十 关 一 1(a wb > 0) ,总 CD 过 本 加 中 心 ,点 尸 是 本 圆 上 与 
C.D 互 异 的 一 动 点 ,e 为 离心 率 , 若 焦点 在 x 轴 上 ,那么 直线 PC 与 PD 的 斜率 之 积 为 o: 一 1 


1 2 
推论 已 知 酉 加 的 方程 为 十 到 =1( 二 0), 弦 CD 过 椭圆 中 心 ,点 P 是 椭圆 上 与 


C.D 互 异 的 一 动 点 ,e 为 离心 率 , 若 焦点 在 > 轴 上 ,那么 直线 PC 与 PD 的 斜率 之 积 为 二 
8 2 
定理 2 已 知 双 曲线 的 方程 为 到 一 二 一 1(a 刀 二 0) , 弦 CD 过 双 有 曲线 中 心 ,点 P 是 双 曲 


线 上 与 C.D 互 异 的 一 动 点 (P 与 C.D 的 连 线 与 坐标 轴 不 垂直 ) ,e 为 离心 率 , 若 焦 点 在 x 轴 
上 ,那么 直线 PC 与 PD 的 斜率 之 积 为 e? 一 1. 


推论 “已 知 双 遇 线 的 方程 为 2 -站 一 1(a 6 > 0), 疙 CD 过 双 曲 线 中 心 , 点 己 是 双 曲线 
上 与 C.D 互 异 的 一 动 点 (P 与 C.D 的 连 线 与 坐标 轴 不 垂直 ),e 为 离心 率 , 若 焦点 在 y 轴 上 ， 
那么 直线 PC 与 PD 的 斜率 之 积 为 -上 


四 、 将 问题 作 一 般 化 处 理 


一 般 化 方法 除 解决 数学 问题 外 ,还 常常 在 数学 问题 的 拓展 与 延伸 中 用 到 .一 般 化 方法 是 
数学 概念 形成 与 深化 的 重要 手段 ,也 是 推广 数学 命题 的 重要 方法 . 

例 9.39 在 平面 上 给 出 五 个 点 ,连结 这 些 点 的 直线 互 不 平行 , 互 不 垂直 ,也 不 重合 .过 每 
一 点 作 两 两 连结 其 余 四 点 的 所 有 直线 的 垂 线 : 若 不 计 原 来 给 定 的 五 点 ,这 些 垂 线 彼 此 间 的 交 
点 最 多 能 有 多 少 个 ? 

分 析 设 给 定 的 点 为 P1、P,、P;、P,、Ps :它们 之 间 的 连 线 共有 C2 二 10( 条 ). 这 些 连 线 构 
成 的 三 角形 共有 C; = 10( 个 ). 通 过 点 P;(i 二 1,2,3,4,5) 作 不 通过 该 点 的 连 线 的 垂 线 共 
有 5C? 一 30( 条 ). 
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因 *“ 两 直线 最 多 能 决定 一 个 交点 ”, 则 不 难 算出 这 30 条 垂 线 可 能 有 的 交点 数 最 多 有 C3, 一 
435( 个 ). 但 是 任 一 条 连 线 都 作 有 三 条 垂 线 ,而 它们 互相 平行 ,并 不 相交 , 故 从 总 数 中 必须 除 
去 10G3 =30( 个 ) 交 点 ( 即 CE 。 C03); 

又 在 各 连 线 所 构成 的 10 个 三 角形 中 ,垂直 于 三 边 的 垂 线 作为 三 角形 的 高 则 相交 于 一 
点 ,因此 从 总 数 中 又 必须 除去 10 。(C3 一 1) 一 20( 个 ) 交 点 . 

此 外 ,考虑 到 30 条 垂 线 有 部 分 交点 与 P, 重合 ,而 在 每 一 点 P;, 恰 有 Ci= 6( 条 ) 垂 线 相 
交 . 所 以 从 总 数 中 还 必须 除去 5C? = 75( 个 ) 交 点 .于 是 ,所 有 垂 线 彼此 间 的 交点 (除去 P;) 
最 多 有 435 一 30 一 20 一 75= 310( 个 ) 交 点 . 

对 于 此 例 的 一 个 简单 推广 是 ;在 平面 上 给 出 n 个 点 ,连结 这 些 点 的 直线 互 不 平行 , 互 不 
垂直 ,也 不 重合 .过 每 一 点 作 两 两 连结 其 余 四 点 的 所 有 直线 的 垂 线 , 若 不 计 原 来 给 定 的 ? 点， 
这 些 垂 线 彼此 间 的 交点 最 多 能 有 多 少 个 ? 

例 9.40 ” 设 awbwc 为 三 个 非 负 的 实数 , 试 证 : 


a 二 0 十 V6 二 c 十 Vc 二 a? 宇 V2(a 二 6 十 c). 
分 析 由 题 设 和 均值 不 等 式 有 


1 L 1 
a 十 b? = 二 一 V2a’? 十 20? 宇 二 Va’ 十 2ab 十 b? = 二 一 (a 十 5b). 

V2 Va V2 
同 理 有 

Vo’++e? > /er Le 十 而 

V2 “大 
于 是 有 
0 直列 /a td V2 (lab+c) 
V2 


个 不 等 式 可 以 作 如 下 各 种 推广 (等 号 一 般 仅 当 a; 相等 且 非 负 时 成 立 ). 
at ey 即 本 例 中 的 a、b\c 可 以 为 任意 实数 ,等 号 当 且 仅 当 
a 二 5b 二 c 之 0 时 成 立 . 
(2) 在 字母 及 根 号 个 数 上 作 推 广 . 
问题 1 设 a;(i 二 1,2,…,n) 为 任意 实数 ,求证 : 
Va? 二 a3 十 Va 二 a3 十 十 Va 十 a 十 Vas 十 a? 之 V2 Cai 十 4s 十 十 4). 


1 9314 ,这 里 六 Vi 二 zy 表示 取 一 切 
j=1 i¥j 


问题 2 设 了 DVaf 二 a3, 则 3) Va? 二 a? 之 2 
i#j iz¥j 
i 六 的 形 如 Va? 十 a? 的 各 ij 个 项 之 和 . 
问题 :可 由 均值 不 等 式 证 得 .事实 上 , 2 VE 二 可 六 忆 Ce 二 一 
ii ii 


(3) 在 根 号 内 字母 个 数 上 作 推 广 . 
问题 3 设 a; € RG 12016 则 D a Si 
i=1 i¥j i=1 
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其 中 ,> /2a = Va 二 a 十 十 a 十 Vaf 十 十 十 Qs 十 … 十 Ya? 十 十 … 十 qz. 
i=1 i 
要 证 上 述 不 等 式 , 可 以 利用 Canchy 不 等 式 加 以 证 明 . 事实 上 , 在 Canchy 不 等 式 
Ga > 二 1, 即 得 (a1) 过 na 和 所 以 
证 1 Tis=1 i=1 i=l i=l 


Vai 二 a 十 … 十 as 宇 人 


= 


Cas 中 wg 十 = 二 We 
同 理 可 得 其 他 不 等 式 , 再 求 和 , 则 问题 3 得 证 . 
五 、 一 道 经 典 数 学 题 的 拓展 与 延伸 


1. 问题 与 解法 
例 9.41 如 图 9.27 所 示 , 三 个 相同 大 小 的 正方 形 并 列 摆 放 ，D H G C 


试 证 :1 十 人 2 十 人 3 一 也. 2 | 


分 析 ”本题 的 证 法 很 多 ,但 大 致 有 下 面 三 类 . 4 E F B 
(1) 几何 证 法 .方法 较 多 , 最 简单 的 是 由 证 明 和 人 GHA 吃 图 9.27 

人 AHC 得 到 . 既 有 人 1=LGAH ,又 人 2=LGAB, 且 3= 开 ,有 

LI 十 C2 十 人 3 一 也 


(2) 三 角 证 法 .只 需 注 意 到 


tan 一 ] 了 tan 2 Ftan 3 一 1. 


tana 十 tanB 
1— tanatang 


再 由 和 角 的 正切 公式 tan(a 十 B) = 


1 
tan( 一 1 十 一 2) 三 于 一 1， 
了 
nx nx 

该 2 

当然 还 可 以 用 反 函 数 去 考虑 . 

(3) 代数 证 法 .用 复数 考虑 . 

D C 以 A 为 坐标 原点 ,AB 为 实 轴 建 立 坐 标 系 , 且 令 |AB|=3, 又 了 H、 


zi 二 1 十 i,zz 二 2 十 i,z3 二 3 十 i. 


[7 
Wa 光 G、C 分 别 代表 复数 = 、z, 、z;. 
4 B 
~ “ 故 之 1 十 之 2 十 之 3 一 argzs 十 argcz 十 条 gz5l 二 arg(ZisZs923) 一 


Tx 
(10i) 一 去 . 
图 9.28 0 2 
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当然 它 也 可 以 用 解析 几何 方法 去 考虑 .比如 图 9.28 中 的 网 格 证 法 也 比较 直观 ( 即 格子 点 
法 ) ,这 只 需 考虑 证 明 人 AKC 是 等 腰 直 角 三 角形 ,再 利用 部 分 图 形 对 于 AB 的 对 称 性 即 可 . 
2. 变形 


C 这 道 题 不 仅 解法 较 多 ,题目 变换 花样 也 不 少 .下面 的 各 问题 实际 上 
均 与 上 面 命题 类 似 ( 只 是 形式 上 似 有 不 同 ). 
> 如 图 9.29 中 AABC 是 等 腰 三 角形 (LC 一 909 ,又 AD 二 广 AC， 
图 9.29 


CE 一 于 BC ,连结 AE 和 DE, 则 人 CDE = 人 EAB. 


如 图 9.30 中 同 底 上 有 三 个 等 腰 三 角形 , 它们 的 高 C:D 于 4AB,C:D =AB,CiD 


这 AB. 试 证 它们 的 三 个 项 角 和 为 180*. 


人 | 


图 9.30 图 9.31 


如 图 9.31 所 示 三 个 同样 大 小 的 正方 形 并 排 摆 放 , 求 <AFB. 

当然 ,这 个 题目 还 可 以 有 一 些 变 化 ,比如 可 以 仅 为 三 角 、 代 数 等 问题 . 

3. 拓 广 

(1) 从 维 数 上 推广 

原 命题 中 是 三 个 正方 形 并 列 摆 放 ,我们 可 以 将 其 推广 到 个 正方 形 的 情形 ,比如 : 
如 图 9.32 所 示 ,8 个 同样 的 正方 形 并 列 摆 放 , 试 证 :xc 十 cs 十 cs 十 ac4 一 45 


4 B C D E La G 
Ti th wi 


图 9.32 


只 需 连 结 OB .OC ,证 明 和 人 BCO cv 入 BOD 即 可 ,有 BOC = 人 BDO =ai. 

同时 GOD ZFO=a.w2DOE = 2ZDE0=a: 

ZEON — ZOEB = 

上 面 四 式 相 加 可 得 a 十 as 十 a3 十 as 二 人 BOH 二 45" ,当然 还 可 以 用 三 角 、 代 数 方法 求证 . 
(2) 类 比 推广 

原来 问题 的 形式 与 方法 常 可 为 某 些 新 命题 的 建立 提供 信息 ,比如 : 
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如 图 9.33 所 示 , 在 矩形 ABCD 中 ,AA 二 A1A, ==AsA;s D C 
As:4A4,=4,D=a,4AB,=B,B:=B;:B=V3a ,又 AIEVWAB. 试 证 4 

BiAuE + ZBiAIE 让 BDC 一 了 。 

(3) 联合 推广 4 

原 问 题 在 维 数 和 方法 上 进行 联合 推广 ,可 见 下 面 的 例子 . > y 


求 不 定 方程 一 二 十 二 十 一 ……0D 的 解 时 发 现 有 无 穷 多 a 
n X 时 ny S| .Oc 


个 (相同 的 ) 单位 正方 形 并 排 摆 放 ( 见 图 9.34) , 若 将 正方 形 各 顶点 
(它们 依次 记 为 1,2,…) 与 O 连结 , 则 产生 一 个 角 序列 {a,}. 


0 


1 
tanav ytana > *tanay 
n 3 


根据 外 式 ,显然 有 tana, 二 tan(a; 十 cy). 于 是 ,对 于 @ 的 解 (zz,y)( 以 小 到 大 排列 ) 则 
角 序列 满足 关系 :a, = 二 a; 十 cy- 
特别 地 , 若 w 是 第 n(n 是 偶数 ) 项 翡 波 那 契 数列 ,由 该 数列 性 质 j,4s 二 =p 十 pon : 则 对 于 
角 序列 可 有 ( 见 图 9.35)ay, 一 ww 十 cy。 


[a 


0 


: 


从 上 面 的 论述 中 我 们 可 以 看 到 :有 些 问 题 不 仅 存 在 多 种 解法 ,而 且 可 将 他 们 变形 、 推 广 
用 同一 方法 去 考虑 ,这 便 是 “一 题 多 解 ”" 与 “多 题 一 解 ”. 


习 题 九 


1. 已 知 wVI 一 好 十 2V1 一 wz 二 1, 求 证 :a? 十 b?==1. 
2 已 知 二 十 二 一 1, 且 4 二 0 二 0, 求 < 十 2 的 最 小 值 . 


3. 解 方程 z* 一 25 十 3 一 cosz。 
4. 车 方程 x? 十 (m 十 2)z 十 3 二 0 的 两 个 根 都 比 1 大 , 求 m 的 取 值 范围 . 


5. 当 一 六 <zr< 时 , 求 函数 f(x) 一 sinz 十 V3coszx 的 最 大 值 和 最 小 值 . 
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6. 解 方程 Vz: 一 工 一 2 十 Vz2 十 工 一 6 一 V2z2: 一 8. 

7. 方程 zx: 一 3V3z 十 4 一 0 的 两 个 实 根 为 zi ts, 记 a 二 arctanzi ,8 一 arctanzz, 求 a 十 B 的 值 . 

8. 已 知 一 个 各 项 均 为 实数 的 数列 ,前 四 项 之 积 为 81, 第 二 项 与 第 三 项 之 和 为 10, 试 求 这 
个 等 比 数列 的 公 比 

9. 抛物 线 y 二 axr ?一 1(a 隆 0) 上 总 有 关于 直线 1:zx 十 y= 二 0 对 称 的 两 点 , 试 求实 数 a 的 取 
值 范 围 . 


10. 已 知 各 项 全 不 为 零 的 数列 {a } 的 前 & 项 和 为 Si , 且 SS 二 Taian Kk E Ni), 其 中 = 1. 

(1) 求 数列 {a } 的 通 项 公 

(2) 对 任意 给 定 的 正 整数 0 之 2) ,数列 {5,) 满足 isn Re 
天 


Ql 


求 bi 十 bz 十 … 十 b，。 
11. 请 分 别 求解 以 下 各 题 . 


GD) 已 知 曙 线 > 一 二 xz: 上 一 点 P[2 ,3 ] ,未 是 线 在 点 忆 处 的 切线 方程 ， 


(2) 已 知 曲线 y 一 了 xz 上 一 点 P[2, 呈 】. 求 曙 线 过 点 P 的 切线 方程. 


12. 如 图 9.36 所 示 , 直 三 棱柱 ABC 一 A1B1C, 的 各 条 楼 长 都 相等 ， 4 名 
D 为 BC 边 上 一 点 .在 截面 AADC, 中 ,车 ZADC =90", 求 二 面 角 | a 
D 一 ACi 一 C 的 大 小 . 


k(x‘ 二) | 4 C 
13. 当 实数 到 何 值 时 ,方程 组 人 | > ”有 唯一 实 
B 
数 解 ? 图 9.36 
4 来 国 烤 二 一 2 十 sin2x 的 值 域 . 


1 — Mur — wo 
15. 有 一 凸 多 边 形 ， 最 小 内 角 为 二 x， 各 内 角 弧 度数 成 等 差 数列 , 公 \ 差 为 5 求 它 的 边 数 . 


16. 已 知 f(z) 一 az 十 元 ;车 一 3 过 了 (1) 过 0,3 志 了 f(2) 过 6, 求 (3) 的 范围 . 


7 pg 
18. 设 a\B 是 方程 x? 一 2kz 十 k 十 6 二 0 的 两 个 实 根 , 则 (a 一 1)? 十 (8 一 1)? 的 最 小 值 是 
多 少 ? 


19. 已 知 函 数 f (1) Fx 一 2z 一 3m ,f(z) 十 9 三 0 恒 成 立 , 则 实数 m 有 取 值 范围 , 求 
实数 mm 的 取 值 范围 . 
20. 在 椭圆 十 各 一 1 的 第 一 象限 部 分 上 求 一 点 尸 , 使 该 点 处 的 切线 \ 生 加 及 两 坐 标 和 


所 围 成 的 图 形 的 面积 最 小 (椭圆 的 面积 等 于 xab). 
21. (1) 一 根 长 为 6m 的 绳子 ,随机 将 绳子 剪 成 两 段 , 求 两 段 之 间 的 差 的 绝对 值 小 于 lm 
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的 概率 . 

(2) 一 根 长 为 6m 的 绳子 ,随机 将 绳子 剪 成 3 段 , 求 3 段 构成 三 角形 的 概率 . 

22. (1) 甲乙 两 人 各 自在 300m 长 的 环形 跑道 上 跑步 ,在 任 一 时 刻 两 人 在 跑道 上 相距 不 
超过 50m( 跑 道上 的 曲线 长 ) 的 概率 为 多 少 ? 

(2) 甲乙 两 人 各 自在 300m 长 的 直线 跑道 上 跑步 ,在 任 一 时 刻 两 人 在 跑道 上 相距 不 超 
过 50m( 跑 道上 的 曲线 长 ) 的 概率 为 多 少 ? 


23. (1) 求 在 面积 为 $ 的 AABC 边 AB 上 任 取 一 点 已 ,使 APBC 的 面积 大 于 与 的 概率 , 


(2) 求 在 面积 为 $ 的 AABC 的 内 部 上 任 取 一 点 ,使 APBC 的 面积 大 于 号 的 概率 . 


24. (1) 设 有 一 个 正三 角形 网 格 , 其 中 每 个 最 小 三 角形 的 边 长 都 是 4V3 cm, 现 在 将 一 枚 
直径 为 2cm 的 硬币 投 到 此 网 格 上 , 求 硬币 落下 后 与 格 线 没 有 公共 点 的 概率 . 

(2) 有 一 个 半径 为 5 的 圆 , 现 将 一 枚 半径 为 1 的 硬币 向 圆 投 去 ,如 果 不 考 虑 硬币 完全 落 在 
圆 外 的 情况 , 试 求 硬币 落 入 圆 内 的 概率 . 

25. 已 知 二 次 函数 f(z)==axr ?一 bx 十 c 且 f(x)=0 的 两 个 根 zx1、z; 都 在 (0,1) 内 ,求证 : 


pw oe 
f(0) .f(D < 
26. 已 知 aib; 之 0G 二 1,2,…,n) ,证 明 : 


> var For > 人 十 如 ,等 号 当 且 仅 当 守 一代 二 … 一 字 时 成 立 . 
i=]1 i=1 1 2 n 


27. 已 知 m =-[ 和 5) "nn -5 以 玫 为 正 整数 . 
| k 十 1 
(1) 求证 m" =n"; 
(2) 车 点 PCm,n) 在 指数 函数 y= 二 a”(a 之 0,a 和 1) 的 图 象 上 , 则 对 同一 个 a, 点 P 也 在 
对 数 函 数 y 一 log.z 的 图 象 上 . 
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